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ОЛИМПИАДАЛЫҚ ЕСЕПТЕРДІ ШЕШУДЕ ВЕКТОРЛЫҚ ƏДІСТІҢ 
ҚОЛДАНЫЛУЫ 

 
Асканбаева Г.Б., аға оқытушы 

Шотенова С.С., Математика, 4 курс 
 

XVIII-XX ғасырларда геометрияда жаңа əдістер пайда болды. Оларға жататындар: 
координаталық əдіс, геометриялық түрлендірулер əдісі, векторлық əдіс. Соның ішінде 
векторлық əдіс қазіргі уақытта зор табыспен қолданылып отыр. Сондықтан ғылыми 
жұмысымның негізгі мақсаты - векторлардың олимпиадалық есептерді шешуде қолданылуы 
болып табылады. 

Ғылыми жұмыстың негізгі бөлімінде векторларды пайдаланып шығарылатын 
геометриялық, алгебралық жəне физикалық есептермен танысамыз жəне геометриялық 
теоремаларды векторлық əдіспен дəлелдейміз. Соның нəтижесінде вектор тақырыбын терең 
игереміз жəне ғылымның күрделі, бірақ аса тартымды бастамаларымен танысамыз. Сондай-
ақ векторлардың маңызы туралы қысқаша əңгімелеп береміз. Осы арқылы вектор жайлы 
толық мағлұматаламыз.Монж-Понселле мектебінің көрнекті өкілі Бара де Сен-Венан 
серпімділік теориясындағы, гидродинамикадағы, термодинамикада, жалпы механикадағы 
тамаша еңбектерімен физиктер мен механиктер арасындағы аса танымал тұлға еді.Сен-Венан 
векторлық есептеулер саласына қомақты үлес қосты, механикада қолданылатын векторлық 
аппаратты жетілдіруде жемісті еңбек етті. «О геометрических суммах и разностях их 
применения для упрощения механики» атты 1845 жылы жариялаған еңбегінде Сен-Венан 
скаляр көбейтінді, векторлық көбейтінді, векторлық фукцияны дифференциялдау, 
интегралдау ережелерін берді. Сөйтіп, ол механиканы вектор негізінде құрудың жалпы 
схемасын жасап шықты.Понселенің шəкірті Резаль 1862 жылы жариялаған «Чистая 
кинематика» еңбегінде Сен-Венанның аппаратты жетілдіру жəне векторлық аппараттың 
кинематикада қолданылуларына толып жатқан мысалдар келтірді.Д.Валлис, Л.Карно, Сен-
Венан - бұлар векторлық алгебра жəне векторлық анализдің ұғымдарын ғылымға енгізді. 
Олар механикаға қажетті геометриялық аппарат жасау жолында жемісті еңбек етті. Бірақ 
векторлық есептеулердің негізін салушылар Ирландия математигі, астрономы Уильям 
Гамильтон жəне неміс физигі, математигі Герман Грассман деп айтылып жүр.1844 жылы 
У.Гамильтон векторлық есептеулерге арналған алғашқы мақалалары жəне Г.Грассманның 
«Учение о претяженности» атты көлемді еңбегі жарияланды. 1853 жылы Гамильтонның 
«Лекции о кватерлонах» атты еңбегі жарық көрді. Бұлардың əрқайсысы есептеудің жаңа əрі 
əмбебап түрін жасады, векторлық есептеулерге көп еңбек сіңірді. «Вектор» ұғымын 1846 
жылы ғылымға енгізген Гамильтон болды. 

Вектор түсінігі қазіргі заманғы математиканың фундаменталды түсініктерінің 
бірі болып табылады. Векторлық амалдардың көрнекілігіне байланысты векторлық 
алгебраның элементтері физика мен математикада кеңінен қолданылады. Векторлардың 
көмегі арқылы мазмұнды геометриялық есептер шығарылады, кей жағдайларда 
векторлық əдіспен шығарылуы элементар геометриялық əдіспен шығаруға қарағанда 
тиімді болады. 

Векторлық əдіспен есептер шығарғанда мектеп курсы геометриясынан белгілі 
мағлұматтар қолданылады: векторларды қосу жəне оның заңдары, векторларды азайту, 
векторды саға көбейту жəне оның заңдары, векторлардың коллинеар болу түсінігі, 
векторды берілген базиста жіктеу, жіктелудің жалғыздығы. Осы түсініктер жəне 
олардың қасиеттері арқылы түзулердің параллелдігі, үш нүктенің бір түзуге тиістілігі, 
параллель түзулердің кесінділерін есептеу жəне т.б. есептер шығарылады. Ал 
ұзындықтар мен бұрышты есептеуге байланысты есептерді шығару үшін векторлардың 
скаляр көбейтіндісі жəне оның қасиеттері қолданылады. 
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Векторлық əдісті қолдану үшін кейбір дағдылар қажет. Алдымен теорияны 
жақсы білу керек.Фигуралар арасындағы берілген қатынастарды векторлық тілге 
аудару қажет жəне керісінше алынған векторлық қатынастарды геометрия 
бойынша талдау қажет. Векторлық əдіспен көптеген есептер шығарылса да, ол əдіс 
универсал əдіс болып табылмайды. 

Есептерді шығаруда қолданылатын негізгі формулалар мен арақатынастарды 
көрсетейік: 

1) Векторларды қосу ережесі: + = . 
2) Векторларды азайту ережесі: = − , мұндағы  - кез-келген нүкте. 
3) A, B жəне C үш нүктенің бір түзугетиісті болу шарты: 
а) = ; б) = + (1 − ) , мұндағы  - кез келген сан. 
Векторларды азайту ережесіне сəйкес а) теңдігінен − = ( −− ) немесе = + (1 − )  шығады жəне, керісінше, б) теңдігінен а) теңдігі шығады. 
4)  жəне  кесінділерінің параллельдік шарты: = . 
Егер  жəне  векторлары коллинеарлы жəне ≠ 0 болса, онда =  шартын 

қанағаттандыратын, жалғыз ғана  саны болады. Бұл теңдік, сонымен қатар, =  түрінде де 
жазылады.  санын  жəне  коллинеар векторларының қатынасы деп атайды. 

Егер =  жəне ≠ 0 болса, онда = 1 . Кейде былай жазады: = , мұнда  = 1  деп есептейді. 

жəне  - түзудің əртүрлі екі нүктесі болсын, ал  - осы түзудің =  болатындай 
нүктесі.  нүктесі  кесіндісін  берілген қатынасында бөледі делінеді. 

Бəрінен бұрын ≠ −1 екенін байқаймыз. Шынынмен де, егер  нүктесі жəне 
нүктелерінің ортасында жатса (бұл жағдайда  жəне  векторлары бағыттас), онда >0. Егер  жəне  нүктелері сəйкес келетін болса, онда == 0. Егер  нүктесі  

кесіндісінен тыс  түзуінде жатса, онда  жəне  векторларықарама-қарсы бағытталған 
жəне  саны теріс. Бірақ,  жəне  векторларының ұзындықтары əр түрлі, сондықтан ≠ −1. =  болсын немесе =  болсын. Кез-келген  нүктесін аламыз жəне  жəне 

 векторлары арқылы  векторын кесіп аламыз. Векторлады азайту ережесін қолдана 
отырып, келесі теңдікті аламыз: − = ( − ), 

немесе (1 + ) = + , 
мұнда = +1+ . 

Егер = 1 болса, онда  - кесіндісінің ортасы жəне = 12 ( + + ). 
Сонымен келесі формулалар алынған: 
5) Берілген қатынаста кесіндіні бөлу формуласы: Егер =  болса, онда =+1+ , мұнда  – кез-келген нүкте. 
6) Кесіндінің ортасын табу формуласы: Егер  –  кесіндісінің ортасы болса, онда = 12 ( + ). 
Есептерді шығаруда, көбінесе, векторлардың келесі қасиеттерін қарастырамыз: 
7) Екі коллинеарлы емес вектор бойынша вектордың жіктелуінің жалғыздығы: Егер 

 жəне  векторлары коллинеарлы емес болса, онда + + = 1 + 1  теңдеуінен = 1 жəне = 1 шығады. 
Төртбұрыштар үшін тағы бірнеше векторлық арақатынастарды көрсетейік:  
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8) Егер  жəне  –  төртбұрышының  жəне  жақтарының ортасы 
болса, онда = 12 ( + ). 

9)  төртбұрышы параллелограмм болады, сонда тек сонда ғана, егер келесі 
арақатынастардың біреуі орындалса: а) = ; б) + = + ; в) = +. 

10) Егер  -  табанымен,  жəне  жақтарын созғанда  нүктесінде 
қиылысатын трапеция, ал диагональды - O нүктесі болса, онда = , =  жəне = − , = − , мұнда = . 

Арақашықтықты жəне бұрышты, геометриялық тепе-теңдіктер мен теңсіздікт ерді 
дəлелдеуге берілген көптеген есептер векторлардың скаляр көбейтіндісінің көмегі 
арқылы шығарылады. 

Анықтама бойынша bababa ,cos , демек, 
22 aaaa  

22
aa теңдігі вектордың ұзындығын табу үшін қолданылады.  

ba
bacos a жəнеb векторлары арасындағы бұрышты табу формуласы. 

Метрикалық есептерді шығару үшін қолданылатын қатынастар: 

1. a жəнеb нөлден өзгеше векторлар үшін : baba 0 . 

2. Кез келген a жəне b  векторлар үшін: baba .  

3. Кез келген a жəне b  векторлар үшін: 222
baba . 

4. Кез келген a , b жəне c векторлары үшін: 

accbbacbacba 2222222
 

5. Кез келген a , b жəне c векторлары үшін

0bacacbcba  
6. Кез келген A, В жəне С үш нүкте үшін:  

222

2
1 BCACABACAB . 

Бұл теңдік косинустар теоремасымен мəндес. 
7. Кез келген А, В, С жəнеD төрт нүктелер үшін: 

2222

2
1 BDACBCADCDAB  

Векорлар теориясының олимпиадалық есептерді шешуде қолданылытан мысалдарды 
қарастырайық: 

1. ABCD  төртбұрышының AD жəне ВС қабырғаларының  созындылары Р нүктесінде 
қиылысады. Егер MN түзуі  Р нүктесі арқылы өтетін болса, онда ABCD - трапеция екенін 
дəлəлдеу керек. 

Ш е ш у і .  Есептің шартын векторлық тілге аударайық.  
Р, A, D жəне Р, В, С нүктелері бір түзудің бойында жатқандықтан  

PAPD , PBPC  болады. 
М жəне Nнүктелері - АВжəне CD кесінділерінің ортасы  Демек, 

PBPAPN
2
1

. 
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Есептің шарты бойынша PM жəне PN векторлары өзара коллинеар. Ендеше, 
PMPN немесе а PBPAPBPA  

орындалатындай саны табылады, осыдан 
0PBPA . 

Вектордың (біздің есепте нөлдік вектордың) 
коллинеар емес PAжəне PB  векторлары бойынша 
жіктелуінің жалғыздығынан,  екендігі шығады. 

Сонымен, PAPD жəне PBPC . Бірінші 
теңдіктен екінші теңдікті азайтсақ, BACD екендігі 
шығады. Яғни, төртбұрыштың CDжəне АВ қабырғалары 
параллель, ендеше ABCD - трапеция. 

2. АВС үшбұрышыныңАВ қабырғасынан 2
MB
AM  орындалатандай М нүктесі алынған. 

Егер АС = 3, ВС = 4 и  0120ACB  болса, СМ кесіндісінің ұзындығын табу керек. 
Ш е ш у і .  1 əдіс. 
CM  векторын CA жəне CB векторлары арқылы өрнектейміз. Кесіндіні берілген 

қатынаста бөлу формуласы бойынша: 

3
2CBCACM . 

CM векторының скаляр көбейтіндісін есептеп, оның ұзындығын табамыз: 

CBCABCACCM 44
9
1 222

. 

0120cosBCACCBCA болғандықтан, сан мəндерін қою арқылы:  

3
7CM  екені шығады. 

2 əдіс. Осы есепті кəдімгі геометриялық əдіспен шешеміз. 
1) ∆  үшбұрышын қарастырамыз. Косинустар теоремасы бойынша 2 = 2 + 2 − 2 ∙ ∙ ∙ о 120° 2 = 9 + 16 − 2 ∙ 3 ∙ 4 ∙ − 12 = 25 + 12 = 37 = √37 
2) Тағы да косинустар теоремасы бойынша ∆  үшбұрышынан ВАС  

ұрышын табамыз 2 = 2 + 2 − 2 ∙ ∙  cosα = AC2 + AB2 − BC22 ∙ AC ∙ AB = 9 + 37 − 162 ∙ 3 ∙ √37 = 306√37 = 537 

 
1) ∆  қарастырамыз = 23  = 23√37 2 = 2 + 2 − 2 ∙ ∙ ∙  

2 = 9 + 49 ∙ 37 − 2 ∙ 3 23 37 ∙ 5√37 

2 = 9 + 1489 − 20 = 1489 − 9 11 = 148 − 999 = 499 => = 73 
Векторлық əдіспен көптеген есептер тиімді, əрі қысқа жолмен шығарылады.  
 

Қолданылған əдебиеттер тізімі: 
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Современное образование ориентировано на воспитание личности, обладающей 

критическим мышлением, активно познающей окружающий мир, а так же, имеющей 
мотивацию на творческую деятельность. Перед школой ставятся новые задачи: развитие 
творческих способностей, информационной грамотности, воспитание самостоятельной 
личности. 

Анализ школьных учебников физики показал нам недостаточность средств и методов, 
применяемых на уроках, для достижения задач, поставленных перед школой. 

Обучение основывается на заучивании и воспроизведении учащимися школьного 
материала. Задачи, предлагаемые ученикам, на закрепление материала, как правило, 
решаются по алгоритму. Такие задачи можно назвать тренировочными. Решение 
тренировочных задач, приводит к применению идентичных алгоритмов, которые устраняют 
возможность развития понимания концептуального характера проблемы. 

В качестве средства преодоления формализма в знаниях школьников служат 
исследовательские задачи, которые приведут к осмыслению изученного материала, а так же, 
помогут осознать его теоретическую и практическую значимость. 

В научной литературе нет единой точки зрения на определение сущности 
исследовательской задачи. И.Я. Лернер под исследовательской задачей понимает задачу, в 
основе которой лежит противоречие между известным и искомым, находимым при помощи 
системы действий умственного или практического характера, смысл которых в обнаружении 
незаданных в условии задачи связей, а в построении неизвестных субъекту преобразований 
[1]. 

В.А.Бухвалов под исследовательскими задачами понимает творческие задачи, при 
выполнении которых проводятся теоретические и экспериментальные исследования 
проблемы [2]. 

Е.В.Ларькина под исследовательской задачей понимает задачу, имеющую 
нестандартную формулировку проблемы [3]. 

Осуществив анализ литературы, мы пришли к выводу о нераскрытости понятия 
«исследовательская задача». Мы считаем, что к исследовательской задаче может быть 
отнесена такая задача, которая содержит познавательное противоречие, заключающееся в 
том, что содержание учебного материала или методы, необходимые для решения 
поставленной задачи, учащемуся неизвестны. 

Как показал наш опыт, при решении исследовательских задач, следует учитывать 
изменение роли учителя и ученика, в результате смены традиционного подхода в обучении 
на исследовательский.  При традиционном подходе задача учителя показать образец 
решения, провести тренировочные задания, осуществить контроль и оценку деятельности 
учащихся. 


