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ҮШБҰРЫШТЫҢ ТАМАША НҮКТЕЛЕРІ МЕН СЫЗЫҚТАРЫНЫҢ 
ГЕОМЕТРИЯСЫ 

 
Калаков Б.А., ф.-м.ғ.к., ФМ жəне ЖТП кафедрасының менгерушесі 

Исмагулова А.М., Математика, 4 курс 
 
Тарихи геометрия үшбұрыштан басталды, сол себептен екі жарым мыңжыл бойы 

үшбұрыш геометрияның символы болып табылады, алайда ол тек символ емес, сондай-ақ, ол 
- геометрияның атомы. 

Не себептен үшбұрышты геометрияның атомы деп есептеуге болады? Өйткені, нүкте, 
түзу мен бұрыш түсініктері - олармен байланысқан теоремалар мен есептермен бірге 
болмашы түсініксіз абстрациялар. Сондықтан үшбұрышты терең жəне жан-жақты оқу пайда 
болған кезде ғана нағыз геометрия болып жəне сонда ғана мектеп геометриясы қызықта бола 
алады. 

Алайда, үшбұрыш өзінің қарапайымдылығына қарамастан, зерттеудің сарқылмайтын 
обьектісі болып табылады – біздің заманымызда ешкім де ешқашан үшбұрыштың барлық 
қасиеттерін зерттедім деп айта алмайды. 

Ендеше, мектеп геометриясын зерттеу үшбұрыштар геометриясын терең зерттеусіз 
жүзеге асырыла алмайды; зерттеу обьектісі ретінде үшбұрыштың əртүрлілігі болғандықтан 
емес, ал оны зерттеудің əртүрлі əдістемесі - үшбұрыштың тамаша нүктелерінің 
геометриясын зерттеу үшін мəліметтерді жинақтап, өңдеу қажет. Əрі осындай мəлімет 
жинақтаған кезде Мемлекеттік білім беру стандартымен мектеп бағдарламасында қаралған 
іштей сызылған шеңбердің центрі (биссектрисалардың қиылысу нүктесі), шеңбердің центі 
(орта перпендикулярларының қиылысу нүктесі), медианалардың қиылысу нүктесі, 
биіктіктердің қиылысу нүктелері сияқты тамаша нүктелермен ғана шектеліп қоймау қажет. 
Бірақ үшбұрыш табиғатына терең еніп жəне оның сарқылмайтындығын ұғыну үшін 
үшбұрыштың тамаша нүктелері жайында мүмкіндігінше көбірек түсінікке ие болу керек. Бұл 
барлық оқушылар геометрия сабағында мəлімет дайындап, мысалы, Ферма нүктесі немесе 
Жергон нүктесі жайында мəліметтерді ұсыну міндетті екендігін білдірмейді; бірақ кез келген 
оқушы факультатив сабақтары арқылы немесе өз бетімен осындай ойларға қол жеткізуі 
мүмкін. 

Үшбұрыштың геометриялық обьект ретіндегі сарқылмайтындығынан басқа, зерттеу 
обьектісі ретінде, үшбұрыштың ерекше қасиеттерін белгілеген жөн: үшбұрыш геометриясын 
оқуды оның кез келген қасиетін негізге алып, зерттеуден бастауға болады; содан соң осы 
негізге үшбұрыштың барлық қалған қасиеттерін тізбектейтіндей етіп үшбұрышты 
қасиеттерін зерттеу əдістемесін құруға болады. Басқаша айтқанда, үшбұрышты зерттеуді 
неден бастаса да, əрдайым бұл тамаша фигураның кез келген тереңдігіне жетуге болады. 
Бірақ онда - нұсқа ретінде - үшбұрышты зерттеуді оның ттамаша нүктелерін зерттеуден 
бастауға болады. Бір жағынан қарағанда, математика тарихы - ашылулардың үздіксіз үдерісі; 
екінші жағынан, математикадағы үшбұрыш геометриясына байланысты ашылулар кейінгі 
орта ғасыр мен жаңа заманның бас кезінде Көне дəуір артықшылығы бойынша жасалды. 
Сондықтан мұнда математиканың осы кезеңдерде дамуын қарастырамыз. 

Үшбұрыштың қасиеттері көне гректермен жақсы зерттеген. Евклидтың əйгілі 
«Бастамаларында» үшбұрышқа сырттай сызылған шеңбердің центрі оның жақтарының орта 
перпендикулярларының қиылысу болып табылатыны дəлелденген. Архимед, үшбұрышты 
пластинаның ауырлық центрінің орналасуын зерттей отырып, оның үш медияның 
əрқайсысында жатқанын анықтады. 
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Дипломдық жұмыстың тақырыбына қатысты белгісіз біреу, Евклид немесе оған 
дейінгі біреу үшбұрыштың тамаша нүктелерінің геометриясы аясында ашылулар жасаған 
деп айта аламыз. Евклидтың «Бастамалары» кітабында сырттай жəне іштей сызылған 
шеңберлердің центрлары, медианалар, биіктіктер мен биссектрисалардың қиылысу нүктелері 
жайлы айтылғаны белгілі. Евклидқа дейін гректер осы білімді білген, ал Евклид оларды 
жүйелендіріп, мəліметті толық түсіндіру үшін «Бастамаларға» кіргізген. [11, 112-113]. 

Бүкіл заманауи ғылым 17 ғасырда құрылған. 
Мектепте оқытылмайтын, үшбұрыштың тамаша нүктелеріның ашылуының басын 17 

ғасырда итальяндық математик - Джованни Чева (Ceva) (1648-1734) бастаған. Чеваның 
негізгі еңбегі жаңа - синтетикалық геометрияның негізі болатын, қималар жайында білімді 
қалыптастыру болып табылады; «Өзара қиылысатын түзулер жайында» шығармасында 
мазмұндалған (De lineis rectis se inuicem secantibus statica constructio, Mediolani, 1678) [13, 92]. 
Біріншіден, оның теоремасының өзі (əйгілі Чева теоремасы) құндылық болып табылады, 
екіншіден, оның қолдануы белгілі Нагей жəне Жергонн нүктелрі сияқты үшбұрыштың 
тамаша нүктелерінің қасиеттерін ашуға көмектесті. Ең алдымен «үшбұрыштың тамаша 
сызықтары» түсінігінің мағынасына тоқталамыз. Тамаша сызықтар - белгілі бір қасиеттері 
бар жəне үшбұрыш геометриясында кездесетін шеңбер мен аса күрделі қисықтар, түзулер 
мен кесінділер үшін бейресми атау. Сондай-ақ, үшбұрыштың бірнеше тамаша нүктелері 
арқылы өтетін сызықтарды атайды. Мəселен, үшбұрыштың тамаша сызықтарына оның 
биіктіктері, медианалары, биссектриссалары, Эйлер түзуі, Симсон түзуі жəне т.б. жатады. 

Берілген биіктіктен жүргізілген үшбұрыштың медианасы деп осы биіктікті қарама-
қарсы жатқан қабырғаның (медиана негізі) ортасымен қосатын кесінді аталады. 

Осы биіктіктен жүргізілген үшбұрыштың биіктігі деп осы биіктіктен қарама-қарсы 
қабырғасына түсірілген перпендикуляр немесе оның жалғасы аталады. Үшбұрыштың үш 
биіктігі бір нүктеде қиылысады, ол ортоцентр деп аталады. Биіктіктер негізіндегі төбелері 
бар үшбқрыш ортаүшбұрыш деп аталады. 

Үшбұрыштың осы төбесінен жүргізілген биссектриса деп осы төбе мен қарама-қарсы 
нүктемен қосып, бқрышты қаққа бөлетін кесінді аталады. Үшбұрыштың биссектрисалары бір 
нүктеде қиылысады, жəне бұл нүкте іштей сызылған шеңбердің центрімен сəйкес келеді 
(интцентр). 

Қасиеттері: 
Биссектриса туралы теорема: Үшбұрыштың ішкі бұрышының биссектрисасы қарама-

қарсы қабырғаны іргелес қабырғалардың қатынасына тең қатынаста бөледі. 
Үшбұрыштың ішкі бұрыштарының биссектрисалары бір нүктеде қиылысады - 

инцентрде - осы үшбұрышқа іштей сызылған шеңбердің центрінде. 
Үшбұрыштың бір ішкі жəне екі сыртқы бұрыштарының биссектрисалары бір нүктеде 

қиылысады. Бұл нүкте - осы үшбұрышқа іштей сызылған үш шеңбердің біреуінің центрі. 
Үшбұрыштың екі ішкі жəне бір сыртқы бұрыштардың биссектрисаларының негізі бір 

түзу бойынша жатады, егер сыртқы бұрыштың биссектрисасы үшбұрыштың қарама-қарсы 
қабырғасына параллель болмаса. 

Егер үшбұрыштың сыртқы бұрыштарының биссектрисалары қарама-қарсы 
қабырғаларға параллель болмаса, онда олардың негізі бір түзудің бойында жатады. 

Егер үшбұрышта екі биссектриса тең болса, онда үшбұрыш - теңбүйірлі болады 
(Штейнер - Лемус теоремасы). 

Үшбұрышты берілген үш биссектрисамен циркуль мен сызғыштың көмегі арқылы 
салу мүмкін емес, тіпті трисектор болса да мүмкін емес. 

Теңбүйірлі үшбұрышта үшбұрыштың негізіне қарама-қарсы бұрыштың 
биссектрисасы медиана мен биіктік болып табылады. 

Бұрыштың қабырғаларынан биссектрисаның кез келген нүктесіне дейінгі қашықтық 
бірдей. 

Үшбұрыштың əр биссектрисасы биіктіктен санағанда іргелес қабырғалардың қарама-
қарсыға қатынасындай биссектрисалардың қиылысу нүктесімен бөлінеді. 
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Параллелограммның екі іргелес бұрышының биссектрисалары арасындағы бұрыш 90 
градусқа тең. 

Үшбұрыштың тамаша нүктелері - орналасуы үшбұрышпен анықталатын жəне 
үшбұрыштың қабырғалары мен төбелері қандай тəртіпте алынатынына байланысты емес 
нүктелер. Əдетте олар үшбұрыштың ішінде орналасады, бірақ бұл міндетті емес. Негізінен, 
биіктіктердің қиылысу нүктесі үшбұрыштың ішінде болмауы мүмкін. 

Үшбұрышың тамаша нүктелері: 
- медианалардың қиылысу нүктесі - центроид, ауырлық центрі; 
- биссектрисалардың қиылысу нүктесі - инцентр, іштей сызылған шеңбердің центрі; 
- биіктіктердің қиылысу нүктесі - ортоцентр; 
- орта перпендикулярлардың қиылысу нүктесісечения - сырттай сызылған шеңбердің 

центрі; 
- симедианалардың қиылысу нүктесі - Лемуан нүктесі; 
- орта үшбұрыштың (оның инцентрі) биссектрисаларының қиылысу нүктесі - Шпикер 

нүктесі; 
Үшбұрыштың төбелерін қосатын кесінділердің қиылысу нүктелері: 
- қарама-қарсы қабырғалар мен іштей сызылған шеңберді жанап өтетін нүктелер - 

Жергонн нүктесі; 
- қарама-қарсы қабырғалар мен сырттай сызылған шеңберді жанап өтетін нүктелер - 

Нагель нүктесі; 
- үшбұрыштың қабырғадарына салынған (сыртынан) теңқабырғалы үшбұрыштың 

сəйкес бос төбелері - Торричеллидің бірінші нүктесі; 
- үшбұрыштың ішіне салынған, дұрыс үшбұрыштың сəйкес бос төбелері - 

Торичеллидің екінші нүктесі; 
- бастапқы үшбұрышқа ұқсас жəне оның қабырғаларында салынған үшбұрыштың 

сəйкес бос төбелері - Брокар нүктелері; 
- тоғыз нүкте шеңберінің центрі; 
- биіктіктердің қиылысу нүктесі (ортоцентр); 
Үшбұрыштың тамаша нүктелерінің бірі ол оның биіктіктерінің қиылысу нүктесі 

болып табылады. 
Анықтама. Биіктіктердің қиылысу нүктесі осы үшбұрыштың ортоцентрі деп аталады. 
1 Есеп. АВС сүйір бұрышты үшбұрыштың биіктіктерінің қиылысу нүктесі оның BB1 

биіктігін a жəне b кесінділерге бөледі, төбеден бастап есептегенде олардың қатынастары 
мынаған тең: ܾܽ =  ܥ∠ݏ݋ܿܣ∠ݏ݋ܿܤ∠ݏ݋ܿ

Шешімі. 
1BB  жəне 1CC биіктіктері бар АВС үшбұрышын қарастырамыз, жəне биіктіктердің 

қиылысу нүктесін О деп белгілейміз. 
1) ∆BC1O - тік бұрышты, жəне ܱܤ = ܱܤܣ∠ݏ݋1ܿܥܤ = 900)ݏ݋1ܿܥܤ − (ܣ∠ =  ܣ∠݊݅ݏ1ܥܤ
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2) ∆BC1C – тік бұрышты, жəне 1ܥܤ = ܤ∠ݏ݋ܿܥܤ = ܤ∠ݏ݋ܿܽ ⇒ ܱܤ = ܣ∠݊݅ݏܤ∠ݏ݋ܿܽ = ܤ∠݊݅ݏܤ∠ݏ݋ܾܿ = ܥ∠݊݅ݏܤ∠ݏ݋ܿ ܿ  

(синустар теоремасы бойынша ܽܣ∠݊݅ݏ =  (ܥ∠݊݅ݏܿ

1ܤܱ (3 = 1ܤܤ = ܱܤ = ܣ∠݊݅ݏ ܿ = ܿ ܥ∠݊݅ݏܤ∠ݏ݋ܿ  = ܥ∠݊݅ݏ(ܤ∠݊݅ݏܣ∠݊݅ݏ)ܿ = ܿ ܥ∠݊݅ݏܥ∠ݏ݋ܿܣ∠ݏ݋ܿ   

1ܤܱܱܤ (4 = ܾ ܣ∠݊݅ݏܤ∠ݏ݋ܿ  : ܿ ܥ∠݊݅ݏܥ∠ݏ݋ܿ ܣ∠ݏ݋ܿ  = ܿ ܥ∠݊݅ݏܤ∠ݏ݋ܿ  : ܿ ܥ∠݊݅ݏܥ∠ݏ݋ܿܣ∠ݏ݋ܿ   
Осыдан: 

CA
B

OB
BO

coscos
cos

1
1ܤܱܱܤ . =  (*)                                                      ܥ∠ݏ݋ܿ ܣ∠ݏ݋ܿܤ∠ݏ݋ܿ

Ескерту. Егер бұрыштардың біреуі доғал болса, онда (*) жұлдызшада сəйкес 
косинусты модуль бойынша алу қажет. 
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Қазіргі таңда қоғамды дамыту үшін мектептің алдында тұрған негізгі міндеттердің 

бірі-оқушылардың шығармашылық қабілетін барынша ашып,толыққанды қоғам құруға 
өзінің бар мүмкіндігін жұмсайтын шығармашылық қабілетті жеке тұлға қалыптастыру. 
Сондықтан математиканы оқытуда оқушыларға оқу материалын еске сақтау емес, осы 
материалды шығармашылықпен қолдау шеберлігін қалыптастыруға көп көңіл бөлінеді. 

Математикалық есептерді шығару үрдісінде оқушылардың шығармашылық қабілеті 
жеке тұлға қасиеттері қалыптасады. Есеп шығару шеберлігі арқылы оқушының 
математикалық танымының дамуын жəне оның ой əрекетінің белгілі бір сапасын анықтап, 
дамытуға болады. Факультатив сабақтар дегеніміз - оқушылардың білімін кеңейту жəне 
тереңдету,олардың оқуға деген қызығушылығын қалыптастыру, ойлау қабілетін дамыту 
мақсатында жүргізілетін сабақтар. Жеткіншек ұрпаққа сапалы да тиянақты білім беріп, 
адамгершілікке, ізгілікке, имандылыққа, инабаттылыққа тəрбиелеу жəне оларды белгілі бір 
пəн саласына икемдеу қазіргі таңдағы ұстаздар қауымының маңызды міндеттерінің бірі. 

Белгілі бір пəн саласына икемдеу дегеніміз не? Бұл оқушының жекелеген пəнді 
игерудегі жетістіктерін одан əрі тереңдетіп, сол пəнге деген танымдық қабілетін дамытып, 
қызығушылығын арттырып қана қоймай, олардың дүниетанымын кеңейтуге, есте сақтау 
қабілетін нығайтуға, тіл мəдениетінің дұрыс қалыптасуына, ойлау үрдісінің дамуына да 
септігін тигізеді. Математика пəні бойынша факультативтік сабақтарды ұйымдастыру 
арқылы қабілетті(дарынды) оқушылармен жұмысты жандандыруға болады. 

Сонымен қатар дидактикалық ойындар, (ұлттық ойындар) математикалық 
ребустарды, математикалық фокус, жаңылтпаштар, мақал-мəтел, сөзжұмбақтарды шешу, 
қызықты əзіл есептерді шығару, математикалық ертегілер, логикалық жаттығуларды 
орындау оқушының ақыл - ойын, қиялын, интеллектуалдық ой-өрісінің ұшқырлығын 
дамытудың бірден-бір ұтымды тəсілі. 

Жалпы білім беретін орта мектептің жұмысын одан əрі жақсарту мақсаттарымен 
факультативтік сабақтар 1966 жылдан мектептегі оқу-тəрбие үрдісінің жаңа бір түрі ретінде 
қабылданған. Бүгінгі таңда математиканың факультативтік сабақтары орта мектептерге 
жаппай енгізіліп, оқушылардың жалпы математикалық даярлығын арттыруда келесі орын 
алды. Факультативтік сабақтар ҮІІІ-ХІ сыныптарда жүргізіледі. 

Факультативтік сабақтардың мақсаттары: 


