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or investigate the range of values for the parameters involved in the operator. These parameters determine 
whether the operator maps the class S of univalent functions (or its subclasses) onto itself or into other 
subclasses. 

In this article, we study the set of values of the real exponent, in which the Bernatskiy integral operator 
displays a class of starlike Yanovskiy functions in the unit circle having a decomposition of the form �(�) =� + ��+1��+1 + ��+2��+2 + ⋯ , � ∈ �,� ≥ 1, and satisfying the condition �� �′(�)�(�)

− �� ≤ � in the class �(�) 
of functions close-to-convex of order �, or, in particular, in the class �о of convex functions. Distortion and 
rotation theorems for the Bernatskiy integral on the class of Yanovskiy starlike functions are also obtained. 
The results of the article summarize or enhance previously known results. 

Keywords: univalent functions, Bernatskiy integral operator, convex functions, starlike functions, 
close-to convex functions. 
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СЛУЧАЙНЫЕ ПРОЦЕССЫ 

 

Аннотация 
Теорией случайных процессов называется раздел математики, кото-

рый изучает закономерности случайных явлений в динамике их развития. При 
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изучении явлений окружающего мира мы часто сталкиваемся с процессами, 
течение которых заранее предсказать в точности невозможно. Эта 
неопределенность (непредсказуемость) вызвана влиянием случайных факто-
ров, воздействующих на ход процесса. Теория случайных процессов является 
основой методов Монте-Карло, поэтому в данной статье приведены сведения 
из теории случайных процессов (цепи Маркова, случайные блуждания, 
однородные марковские процессы и др.) и теории мартингалов. Теорию 
мартингалов мы в дальнейшем будем использовать для доказательства � − 
смещенности оценок. Решение исходной задачи будет оцениваться в одной 
точке (точечное оценивание).  

Ключевые слова: случайные процессы, цепи Маркова, критерий 
марковости, случайные блуждания, однородные цепи Маркова, вероятность 
перехода, мартингалы. 

 

1 Введение 

При изучении различных явлений, событий действителности мы сталкиваемся с про-

цессами, предсказать дальнейшее развитие которых заранее мы не можем. Случайные про-

цессы – удобная математическая модель функций времени, значениями которых являются 
случайные величины. Первое математическое описание случайного процесса, называемого в 
настоящее время винеровским или процессом броуновского движения было дано  
Л. Башалье в докладе в Парижской академии [1]. Он предложил использовать этот процесс в 
качестве модели колебаний цены активов, стремился получить аналитические выражения для 
стоимости различных типов опционов и сравнить их с наблюдаемыми рыночными ценами 
опционов. Опцион является примером финансовой производной и дает его владельцу право 
купить указанное число долей акций по определенной цене в указанную дату или до нее.  

То, что теория случайных процессов принадлежит к категории наиболее быстро разви-

вающихся математических дисциплин, в значительной мере определяется ее глубокими связя-

ми с практикой [2]. В 1905 году двумя известными физиками, М. Смолуховским и  
А. Эйнштейном, была разработана теория броунсовского движения, исходящая из теоретико-

вероятностных предпосылок, которая и привела математику к порогу создания теории слу-

чайных процессов. Работы датчанина А.К. Эрланга оказали значительное влияние на форми-

рование элементов теории случайных процессов, в частности, процессов гибели и размноже-

ния, которые положили начало изучения динамики биологических популяций. Изучение 
явления диффузии средствами теории вероятностей предприняли известные физики М. Планк 
и А. Фоккер. Н. Винер в середине 20-х годов прошлого века при иизучении броуновского 
движения ввел в рассмотрение процессы, названные винеровскими. Необходимо также 
отметить работы А.А. Маркова по изучению цепных зависимостей (цепи Маркова) и  
Е.Е. Слуцкого по теории случайных функций. А.Н. Колмогоров в статье «Об аналитических 
методах в теории вероятностей» заложил основы теории марковских процессов: в ней 
получены прямые и обратные дифференциальные уравнения, которые управляют вероят-

ностями перехода случайных процессов без последствия. Здесь же был дан набросок теории 
скачкообразных процессов без последствия, которую дал позднее В. Феллер, получивший 
интегро-дифференциальное уравнение для для скачкообразных марковских процессов. В ра-

ботах А.Я. Хинчина было осуществлено построение основ стационарных случайных процес-

сов на базе физических задач. Вышеупомянутые работы послужили началом построения 
общей теории случайных процессов. 

2 Материалы и методы 

Определим основные задачи теории случайных процессов, большинство из которых мы 
в дальнейшем будем рассматривать. 

Одной из основных задач является построение математической модели, допускающее 
строгое или формальное определение случайного процесса и исследование общих свойств 
этой модели. 
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Важной задачей является классификация случайных процессов. Существующая клас-

сификация в теории случайных процессов заключается в выделении из всей совокупности 
таких процессов некоторых классов, допускающих более или менее конструктивное описание 
[2]. Каждый класс характеризуется тем, что достаточно дополнительно задать лишь конечное 
число функциональных характеристик, чтобы выделить из всего класса отдельный случайный 
процесс. Иногда рассматривают классы процессов, допускающих единообразное решение 
определенного набора задач. Можно отметить следующие широкие классы процессов:  

- марковские процессы, включая, естественно, цепи Маркова; 
- процессы с конечными моментами второго порядка (гильбертово процессы); 
- процессы с независимыми приращениями; 
- стационарные в узком и широком смыслах случайные процессы, в частности, 

гауссовский и винеровский процессы; 
- эргодические процессы. 
Задачи отыскания для различных классов случайных процессов аналитического аппа-

рата, дающего возможность находить вероятность характеристики процессов, тесно связаны с 
предыдущей. Для простейших вероятностных характеристик такой аппарат создан и исполь-

зует, как правило, теорию обыкновенных дифференциальных уравнений и уравнений с част-

ными производными, а также интегро-дифференциальные и интегральные уравнения, разно-

стные уравнения, преобразования Фурье. Изучение различных преобразований случайных 
процессов также является важной задачей теории случайных процессов. Эти преобразования 
используются для того, чтобы с их помощью изучать сложные процессы путем сведения их к 
более простым. К такой задаче можно отнести и анализ стохастических дифференциальных и 
интегральных уравнений, в которые входят случайные процессы. Задачи определения значе-

ний некоторого функционала от процесса по значениям других функционалов от этого же 
процесса играет также важную роль в формировании ряда разделов теории случайных процес-

сов. Примером такой задачи является задача предсказания, позволяющая определить значение 
процесса в некоторые будущие моменты времени, наблюдая процесс в течение определенного 
промежутка времени. 

3-4 Результаты и обсуждение 

Цепи Маркова. Одним из наиболее важных обобщений понятия последовательности 
независимых случайных величин является понятие последовательности величин, связанных в 
цепь Маркова [3]. 

Пусть задано вероятностное пространство (�,�,�). Измеримое отображение ζ:(Ω, F) 

→ (X, B), где (X, B) – некоторое измеримое пространство, называется случайным элементом 
в (X, B). 

Последовательность {��,� = 0,1,2, . . . } случайных элементов в измеримом 
пространстве (X, B) называется цепью Маркова, если для любых Г ∈ � и � = 1,2, . .. с 
вероятностью 1 Р{�� ∈ Г�0, �1, . . . , ��−1} = Р{�� ∈ Г��−1}

 Пространство (X, B) называется фазовым пространством цепи. 
Всякую последовательность (случайных или неслучайных) элементов {��,� =

0,1,2, . . . } пространства (X, B) можно рассматривать как движение некоторой системы (точки, 
частицы) в фазовом пространстве: из начального состояния �0 в момент времени 1 система 
переходит в состояние �1, затем в момент времени 2 – в состояние �2 и т.д. Понятие цепи 
Маркова, таким образом, выделяет из совокупности всевозможных движущихся систем так 
называемые системы без последствия, или системы с отсутствием памяти. В детерминирован-

ном случае это те системы, для которых состояние в момент времени �однозначно опреде-

ляется состоянием этой системы в момент времени � − 1, независимо от того, каким было 
движение до этого момента. В отличие от детерминированных стохастические системы без 
последствия обладают тем свойством, что по состоянию системы в момент времени � − 1 
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однозначно определяется не состояние системы в момент времени �, а лишь вероятность, с 
какой она в этот момент времени находится в том или ином множестве состояний.  

Пример. Последовательность независимых случайных элементов {��,� = 0,1,2, . . . } 

образует цепь Маркова, так как Р{�� ∈ Г�0, �1, . . . , ��−1} = Р{�� ∈ Г��−1} = Р{�� ∈ Г}. 
Случайные блуждания. Пусть X – аддитивная коммутативная группа и B – некоторая � 

-алгебра подмножеств X, согласованная с операцией сложения в X, то есть если Г ∈ �, то Г +х = {� + �, � ∈ Г} ∈ � при любом � ∈ �. Предположим, что задана последовательность 
независимых случайных элементов {��,� = 0,1,2, . . . } в (�,�). Тогда последовательность 
{�� = �0 + �1+. . . +��,� = 0,1,2, . . . } является цепью Маркова в фазовом пространстве (�,�), 
так как для всех Г ∈ � и � = 1,2, . .. �{�� ∈ Г|�0, �1, . . . , ��−1} = �{��−1 + �� ∈ Г|��−1}. 

Такая цепь называется случайным блужданием в X [4] – [6]. 
Критерий марковости. Пусть задана последовательность {��,� = 0,1,2, . . . } случайных 

элементов в измеримом пространстве (�,�) (вероятностное пространство (�,�,�) считается 
фиксированным). Обозначим через ��минимальную �-алгебру событий, относительно 
которой измеримы случайные элементы �0, �1, . . . , ��, а через �� – минимальную �-алгебру 
событий, относительно которой измеримы случайные элементы ��, ��+1, . ... Иначе говоря, �� �-алгебра всех событий, связанных с эволюцией последовательности до момента �включительно, а �� – �-алгебра всех событий, связанных с эволюцией последовательности 
после момента �, включая сам момент времени �. �-алгебра �� порождается событиями вида 
{�� ∈ Г} при всех � = 0,1,2, . . . ,� , Г ∈ �. Аналогично �-алгебра �� порождается событиями 
{�� ∈ Г}при � ≥ �, Г ∈ �. 

Определение цепи Маркова означает, таким образом, что для всех � = 0,1,2, . .. и Г ⊂ � 

с вероятностью 1 �{��+1 ∈ Г|��} = �{��+1 ∈ Г|��} 

Теорема. Пусть (��,� = 0,1,2, . . . ) – последовательность случайных элементов в 
измеримом пространстве (�,�). Следующие утверждения эквивалентны: 

1) последовательность (��,� = 0,1,2, . . . ) является цепью Маркова; 
2) для всех � = 0,1,2, . .., � = 1,2, . .., Г ∈ �с вероятностью 1 �{��+� ∈ Г|��} = �{��+� ∈ Г|��}; 

3) для любых � ∈ ��−1, 
1nB F +∈ (� = 1,2, . . . ) с вероятностью 1 �{� ∩ �|��} = �{�|��}�{�|��}; 

4) для любой ограниченной ��+1 – измеримой случайной величины � с вероятностью 
1 �{�|��} = �{�|��}. 

Если считать момент времени � «настоящим», то тогда ��−1 – это «прошлое», а ��+1 – 

«будущее». Утверждение 3) означает, что для цепи Маркова при известном «настоящем» 
«прошлое» и «будущее» условно независимы.  

Уравнения Колмогорова-Чепмена. Пусть {��,� = 0,1,2, . . . } – цепь Маркова в фазовом 
пространстве (�,�) и 0 ≤ � < � < �. Тогда в силу свойств условных вероятностей и 
марковского свойства имеем с вероятностью 1  �{�� ∈ Г|��} = �{�{�� ∈ Г|��}|��}. 

Это соотношение называется уравнением Колмогорова-Чепмена и является фактически 
следствием формулы полной вероятности и марковского свойства. 

Рассмотрим условную вероятность �{�� ∈ Г|��} (0 ≤ � < �, Г ∈ �). При фиксирован-

ных �,�, Гэта вероятность представляет собой � – измеримую функцию от ��. Вообще говоря, 
нельзя утверждать, что при фиксированных �,�,� функция �{�� ∈ Г|��} является мерой на �. 

В самом деле, из свойств условных вероятностей следует, что для каждой 
последовательности {Г� , � = 1,2, . . . } непересекающихся множеств из �-алгебры �с 
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вероятностью 1 выполнено �{�� ∈ ⋃ Г�|��∞�=1 } = ∑ �{�� ∈ Г�|��}∞�=1 . 
При этом множество тех �, для которых это равенство не имеет места, зависит от 

последовательности {Г� , � = 1,2, . . . }. Для другой последовательности это исключительное 
множество будет другим, и поэтому нельзя утверждать, что для почти всех � условная 
вероятность �{�� ∈ Г|��} является мерой на В. Тем не менее во многих случаях такое 
утверждение справедливо. Именно, если Х – полное метрическое Х, то существует такая 
функция �(�, �, �, Г), 0 ≤ � < �, � ∈ �, Г ∈ В, что при каждых �, � и Гс вероятностью 1  �{�� ∈ Г/��} = �(�, ��,�, Г), 
и при этом �(�, �,�, Г) В – измерима при фиксированных �, �, Г, а при фиксированных �, �, � 

– это вероятностная мера на В. Очевидно, при � = � должно быть �(�, �,�, Г) = �Г(х), где �Г(х) – индикатор множества Г. 
Если для данной цепи (��,� = 0,1,2, . . . ) в пространстве (�,�) такая функция �(�, �, �, Г) существует, то она называется вероятностью перехода. В терминах вероятностей 

перехода уравнение Колмогорова-Чепмена может быть записано так: �(�, ��,�, Г) = ∫ �(�,�, �, Г)�(�, ��,�,��)� . 
Это равенство выполняется с вероятностью 1. Во многих случаях выполняется более 

сильное равенство �(�, �,�, Г) = ��(�,�,�, Г)�(�, �,�,��)�  

для всех 0 ≤ � ≤ � ≤ �, � ∈ �, Г ∈ В, которое также называется уравнением Колмогорова-

Чепмена для вероятностей перехода. Вероятность перехода �(�, �,�, Г) можно 
интерпретировать как условную вероятность �{�� ∈ Г|�� = �} 

Заметим, что условные вероятности вида �{�� ∈ Г|�� = �} для данной случайной 
последовательности {��, � = 0,1,2, . . . } могут удовлетворять уравнению Колмогорова-

Чепмена без того, чтобы эта последовательность была цепью Маркова.  
Построение цепи Маркова по вероятности перехода. Пусть (�,�) – некоторое 

измеримое пространство. Предположим, что для всех � ∈ �, Г ∈ � и целых �, � таких, что 0 ≤� < �, задана числовая функция �(�, �,�, Г), удовлетворяющая условиям: 
а) при фиксированных �, �, Гона В – измерима; 
б) при фиксированных �, �, � она является вероятностной мерой на В; 
в) для всех 0 ≤ � < � < �, � ∈ �и Г ∈ Ввыполнено соотношение  �(�, �, �, Г) = ∫ �(�, �,�,��)�(�, �,�, Г)� . 
Спрашивается, существует ли на некотором вероятностном пространстве (�,�,�) цепь 

Маркова {��, � = 0,1,2, . . . }, для которой �(�, �,�, Г) была бы вероятностью перехода, т.е. с 
вероятностью 1 �{�� ∈ Г|��} = �(�, ��, �, Г). 

Ответ на этот вопрос дает следующая теорема. 
Теорема. Если функция �(�, �,�, Г) удовлетворяет условиям а)-в), то существует 

вероятностное пространство (�,�,�) и последовательность {��,� = 0,1,2, . . . } случайных 
элементов из (Х,В) такие, что последовательность {��,� = 0,1,2, . . . } является цепью Маркова 
с вероятностью перехода �(�, �,�, Г). 

Указанное вероятностное пространство может быть построено следующим образом. 
Положим � = �∞, � = �∞. Это означает, что элементами множества � являются 
всевозможные последовательности вида � = (�0, �1, �2, . . . ), где �� ∈ �, а � – минимальная �-

алгебра подмножеств �, содержащая все множества вида 
{�: �0 ∈ Г1, . . . , �� ∈ Г�}      (1) 

при всевозможных � = 0,1,2, . .., Г0, Г1, . . . Г� ∈ �. 
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Далее, пусть � – произвольная вероятностная мера на В. На множествах вида (1) 

зададим числовую функцию � формулой �{�: �0 ∈ Г1, . . . , �� ∈ Г�} = ∫ �(��0)Г0 ∫ �(0, �0, 1,��1)Г1 ∫ �(1, �1, 2,��2)Г2 . . .∫ �(� −Г�
1, ��−1,�,���)  �{�: �0 ∈ Г1, . . . , �� ∈ Г�} = � �(��0)Г0 � �(0, �0, 1,��1)Г1 � �(1, �1, 2,��2)Г2 . . . � �(� − 1, ��−1,�,���)Г�  �{�: �0 ∈ Г1, . . . , �� ∈ Г�} = � �(��0)Г0 � �(0, �0, 1,��1)Г1 � �(1, �1, 2,��2)Г2 . .. � �(� − 1, ��−1,�,���)Г�  

Эта функция продолжается до вероятностной меры Р на измеримом пространстве 
(�,�). Положим для � = 0,1,2, . . . �� = ��(�) = ��, если � = (�0, �1, �2, . . . ) Тогда на 
вероятностном пространстве (�,�,�) последовательность {��,� = 0,1,2, . . . } случайных 
элементов в (Х,В) образует цепь Маркова, для которой заданная функция �(�, �,�, Г) является 
вероятностью перехода. При этом начальное состояние �0 имеет распределение �, называемое 
начальным распределением цепи.  

По функции �(�, �,�, Г) цепь Маркова может быть построена неоднозначно: имеется 
произвол в выборе вероятностного пространства и начального распределения. Однако, если 
для двух цепей в одном и том же фазовом пространстве {��, � = 0,1,2, . . . }, заданной на вероят-

ностном пространстве (�,�,�) и {��′ , � = 0,1,2, . . . }, заданной на вероятностном пространстве 
(�′,�′,�′), – совпадают вероятности перехода и начальные распределения, то такие цепи 
стохастически эквивалентны в том смысле, что для любых � = 0,1,2, . .. и произвольного 
набора {Г� , � = 0,1,2, . . . ,�} измеримых множеств из фазового пространства выполнено Р{�0 ∈ Г0, �1 ∈ Г1, . . . , �� ∈ Г�} = Р′{�0′ ∈ Г0, �1′ ∈ Г1, . . . , ��′ ∈ Г�}. 

Это означает, что цепь Маркова в указанном смысле однозначно определяется своей 
вероятностью перехода и начальным распределением. 

Однородные цепи Маркова. Определение однородной цепи Маркова. Пусть задано 
вероятностное пространство (�,�,�). Цепь Маркова {��,� = 0,1,2, . . . } в фазовом 
пространстве (Х,В) с вероятностью перехода �(�, �,�, Г) называется однородной, если �(�, �, �, Г) представляет собой функцию от � ∈ �, Г ∈ � и � − �, 0 ≤ � < �. Обозначим через �(�, �, Г), � > 0, � ∈ �, Г ∈ �, функцию, для которой �(�, �,�, Г) = �(� − �, �, Г). При � =

0естественно положит �(0, �, Г) = ��(�). Функция �(�, х, Г) называется вероятностью 
перехода однородной цепи. Она удовлетворяет условиям: 

а) при фиксированных � и Г, � = 0,1,2, . .., Г ∈ � функция �(�, �, Г) В – измерима; 
б) при фиксированных � и �, � = 1,2, . .., � ∈ � функция �(�, х, Г) является 

вероятностной мерой на В; 
б*) при всех 0 ≤ � < � < � и Г ∈ � с вероятностью 1 выполнено соотношение �(� − �, ��, Г) = ��(� −�,�, Г)� ⋅ �(�− �, ��,��) 

Ниже всюду будет предполагаться, что вероятность перехода однородной цепи 
Маркова удовлетворяет условиям а) и б) и следующему, несколько сильному, чем б*) условию:  

в) при всех выполнено соотношение �(� + �, �, Г) = ��(�, �,��)� �(�,�, Г) 

называемое уравнением Колмогорова-Чепмена. 
Положим �(�, Г) = �(1, �, Г). Функция �(�, Г) называется вероятностью перехода за 
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один шаг. Из уравнения Колмогорова-Чепмена следует, что вероятность перехода за � шагов, 
то есть функция �(�, х, Г), выражается через �(�, Г) при помощи рекуррентных соотношений  �(� + 1, х, Г) = ∫ �(�,�, Г)� ⋅ �(х,��) = ∫ �(�, Г)� ⋅ �(�, х,��), � = 1,2, . .. 

Поэтому, зная начальное распределение �однородной цепи (т.е. меру �(Г) = �{�0 ∈ Г}, Г ∈ �) и вероятность перехода за один шаг, можно в принципе определить вероятность 
произвольного события, связанного с эволюцией рассматриваемой цепи, т.е. произвольного 
события из �-алгебры �0, порожденной элементами �0, �1, �2, . . .. Именно для событий вида А = {�0 ∈ Г0, �1 ∈ Г1, . . . , �� ∈ Г�}, {Г0, Г1, . . . , Г� ∈ �}, � = 0,1,2, . .. 
имеем �(�) = � �(��0)Г0 ⋅ � �(�0,��1)Г1 . . .� �(��−2,���−1) ⋅ �(��−1, Г�)Г�−1  

Так как события указанного вида образуют алгебру, а �0 – минимальная �-алгебра, 
порожденная этой алгеброй, то вероятность произвольного события из �0 однозначно 
восстанавливается по вероятностям всевозможных событий типа события А. 

Отсюда следует, что все однородные цепи Маркова в одном и том же фазовом 
пространстве (возможно, на разных вероятностных пространствах), у которых совпадают 
начальные распределения и вероятности перехода на один шаг, стохастически эквивалентны. 
Это означает, что вероятности событий типа события А для всех таких цепей одни и те же. 

Вероятность перехода за один шаг �(�, Г),� ∈ �,Г ∈ � удовлетворяет условиям: 
1) при фиксированном Г ∈ � функция �(�, Г) В-измерима по �; 

2) при фиксированном � ∈ � она является вероятностной мерой на В. 
Если на некотором измеримом пространстве (�,�) задана функция �(�, Г), � ∈ �, Г ∈� удовлетворяющая условиям 1) и 2), то можно построить однородную цепь Маркова, для 

которой эта функция была бы вероятностью перехода за один шаг. Разумеется, с заданной 
вероятностью перехода за один шаг существует не одна цепь. Однако, все они отличаются 
друг от друга (с точностью до стохастической эквивалентности) лишь начальным распре-

делением. 
Пример. Вероятностное представление решения задачи Дирихле. Пусть �(�, Г) – 

вероятность перехода за один шаг некоторой однородной цепи Маркова в фазовом 
пространстве (�,�); В-измеримую вещественную функцию �(�), заданную на �, назовем 
гармонической на множестве Г ∈ �, если для всех � ∈ Г выполнено равенство �(�) = ��(�). 

Следующая задача является аналогом задачи Дирихле из теории дифференциальных 
уравнений. 

Пусть заданы множество � ∈ �и определена на множестве �\� вещественная В-

измеримая функция �(�). Требуется найти такую В-измеримую функцию �(�), чтобы на 
множестве �она была гармонической, а вне �совпадала с заданной функцией �(�).  

Запишем решение такой задачи в вероятностных терминах. Пусть � – момент первого 
попадания во множество �\� для цепи Маркова с вероятностью перехода за один шаг �(�, Г): � = ���{�:� ≥ 0, �� ∉ �}, причем, если для некоторого ���(�) ∈ � для всех � =

0,1,2, . .., то полагаем �(�) = +∞. Для всех � ∈ �положим �(�) = ���(��). При этом, если � =

+∞, то считаем �(��) = 0; для � ∉ � �(�) = �(�). Нетрудно проверить также, что �(�) 

гармонична на множестве �. 
Решение такой задачи не единственно.  
Цепи Маркова с дискретным множеством состояний. Матрицы вероятностей перехода. 

Рассмотрим однородные цепи Маркова (��,��) в фазовом пространстве (�,�) в предполо-

жении, что �счетно или конечно, а � − �-алгебра всех подмножеств �. Такие цепи 
определяются вероятностями перехода за один шаг в одноточечные множества ( ) { }1 0, /xP x y P y xξ ξ= = = (�,� ∈ �), ибо для произвольного Г ⊂ Химеем �(�, Г) =
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��{�1 ∈ Г} = ∑ �(�, �)�∈Г . Числа �(�,�) (�,� ∈ �) образуют матрицу �, возможно бесконеч-

ную, в �-й строке которой расположены вероятности перехода за один шаг из состояния � во 
всевозможные состояния � ∈ �, а �-м столбце – вероятности перехода за один шаг из всевоз-

можных состояний � ∈ � в состояние �. Элементы матрицы � неотрицательны, и сумма их по 
строке равна 1. Такие матрицы называются стохастическими. Каждая стохастическая матрица 
определяет единственную с точностью до эквивалентности однородную цепь Маркова, для 
которой вероятности перехода за один шаг совпадают с элементами этой матрицы. 

Вероятности перехода за � шагов �(�, �,�)также образуют стохастическую матрицу, и 
она равна �-й степени матрицы �, как это следует из уравнения Колмогорова-Чепмена: �(�, �, �) = ∑ �(�, �1)�1,...,��−1∈� �(�1, �2). . .�(��−1,�), 
где �,� ∈ �, � = 2,3, . ... При � = 0естественно считать функцию �(0, �,�) = 1для � = � и �(0, �,�) = 0 для � ≠ � так что вероятности перехода за 0 шагов образует единичную матрицу �. 

В случае, когда � конечно, для вероятностей перехода за � шагов справедлива 
следующая формула: �(�, �, �) = ∑ 1

(��−1)!
⋅ ���−1����−1 ������(�)��(�)

���=1 �=�� ,            (2) 

где � = 0,1,2, . . . . ; �,� ∈ �; �1, �2, . . . , �� – различные корни уравнения ���(�� − �) = 0; �1,�2, . . . ,�� – их краткости соответственно; ���(�) – алгебраическое дополнение элемента �-й строки и �-го столбца матрицы �� − �, ��(�) = (� − ��)−�� ���(�� − �). 
Мартингалы. Определения. Общие свойства. Мартингалы и полумартингалы образуют 

важный класс процессов, обобщающий процессы с независимыми приращениями. Он вклю-

чает в себя широкий класс процессов – марковские процессы, решения стохастических уравне-

ний, управляемые случайные процессы и др. Разработана специальная «мартингальная» 
техника изучения случайных процессов. 

Пусть {�,С,Р} – полное вероятностное пространство, на котором задан поток �-алгебр 
(��)�∈�, где � – некоторое подмножество вещественной прямой �. Это означает, что �� 
монотонно зависит от �: при �1 < �2, �1, �2 ∈ � будет ��1 ⊂ ��2 ⊂ �. 

Семейство вещественных величин �(�)(� ∈ �) называется мартингалом, если ∀� ∈��|�(�)| < ∞ и  ���(�2)|��1� ≤ �(�1), �1 < �2, �1, �2 ∈ �    (3) 

Семейство случайных величин �(�)(� ∈ �) называется супермартингалом, если ∀���−(�) =
12�(|�(�)| − �(�)) < ∞ и,  ���(�2)|��1� ≤ �(�1), �1 < �2, �1, �2 ∈ �.    (4) 

Семейство случайных величин �(�)(� ∈ �) называется субмартингалом, если −�(�) 

является суперматрингалом. Мартингал явояется одновременно и суперматрингалом, и суб-

матрингалом; верно и обратное: если �(�)(� ∈ �) является суперматингалом, и субмартинга-

лом одновременно, то �(�) – мартингал. Термины «мартингал», «субмартингал», «супермар-

тингал» относятся также и к случайным процессам. Более точно, называя процесс мартин-

галом (супермартингалом), следует указывать поток, относительно которого свойства (3) или 
(4) выполнены. Поэтому используется также термин «(��)�∈�-мартингал» («супермартингал»). 
Иногда термин «мартингал» относят к процессам, для которых (3) выполнено для потока, 
порождаемого самим процессом �(�), т.е. когда �� = �(�(�), � ≤ �, � ∈ �) – наименьшая �-

алгебра, относительно которой измеримы все указанные в скобках величины. 
В дальнейшем относительно �-алгебр ��, будет предполагаться, что они содержат все 

множества Р – меры нуль. Тогда всякая модификация мартингала (супермартингала) также 
будет мартингалом (супермартингалом) относительно того же потока.  

Вместо свойств (3), (4) и аналогичного свойства субмартингала можно использовать 
интегральные неравенства: 
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 ∫ �(�2)�(��) ≤� ∫ �(�1)�(��)�    (супермартингал), 
    ∫ �(�2)�(��) =� ∫ �(�1)�(��)�        (мартингал),       (5) 

 ∫ �(�2)�(��) ≥� ∫ �(�1)�(��)�  (субмартингал), � ∈ ��1 , �1 < �2, �1, �2 ∈ �. 

Однородные марковские процессы. Марковский процесс называется однородным, если 
вероятность перехода �(�, �, �, Г) обладает тем свойством, что функция �(�, �, � + ℎ, Г) не 
зависит от �. Если положить �(ℎ, �, Г) = �(�, �, � + ℎ, Г), то для конечномерных распределе-

ний процесса будет имеет место равенство ���{�(�1) ∈ Г1, . . . , �(��) ∈ Г�} = � �(�1 − �, �,��1)Г1 � �(�2 − �1,�1,��2). . .Г2  

. . .� �(�� − ��−1,��−1,���) = �0�{�(�1 − �) ∈ Г1, . . . , �(�� − �) ∈ Г�}Г� , 

Таким образом, вместо семейства мер ���, зависящих от временной и пространственной 
переменных, в однородном случае достаточно рассматривать семейство мер �� = ���, завися-

щих лишь от пространственной переменной. Другими словами, каждый раз, когда процесс 
выходит из состояния � в момент времени �, мы производим сдвиг времени так, чтобы точка �стала начальной (нулевой). Естественно, что мы должны иметь возможность сдвигать 
соответственно и все траектории процесса, а это значит, что пространство элементарных 
событий должно быть достаточно богатым. 

Пусть даны: 
а) пространство элементарных событий (�,�); 

б) случайная величина �(�) со значениями в расширенном отрезке [0,∞];  

в) для каждого � ≥ 0 �-алгебра �� в пространстве ��  {�: �(�) > �}, причем если � ≤ �, 
то ��[��] ⊆ �� ⊆ �, где ��[��] – след �-алгебры �� на множестве ��, т.е. совокупность множеств 
вида � ∩ ��,� ∈ ��; 

г) функция двух переменных �(�) = �(�,�), � ∈ [0, �(�)], � ∈ �, принимающая зна-

чения в некотором измеримом пространстве (�,�), такая, что при каждом � ≥ 0 отображение �(�,⋅) пространства (��,��) в пространство (�,�) измеримо; предполагается, что �-алгебра � 

содержит все одноточечные множества; 
д) для каждого � ∈ � вероятностная мера �� на некоторой �-алгебре � в пространстве �, содержащей все ��, � ≥ 0. 
Система объектов а)-д) образует однородный марковский процесс, если выполнены 

условия: 
1) при любых � ≥ 0, Г ∈ � функция �(�, �, Г) = ��{�(�) ∈ Г} � – измерима как функция 

от �, причем �(0, �,�\{�}) = 0; 

2) для любых �, � ≥ 0, Г B∈ ��{�(� + �) ∈ Г|��} = �(�, �(�), Г) почти, наверное, 
относительно меры �� на множестве ��; 

3) для каждого � ∈ �� найдется такое �′ ∈ �, что �(�′) = �(�) − � и �(�,�′) =�(� + �,�) при 0 ≤ � < �(�′). 
Условие 2) соединяет в себе свойство марковости процесса и свойство его однородно-

сти во времени. Условие 3) означает, что вместе с каждой траекторией процесса произвольный 
кусок ее после некоторого момента времени также является возможной траекторией. Расши-

ряя, если это нужно, пространство � всегда можно добиться того, чтобы условие  
3) выполнялось. �(� + �, �, Г) = ∫ �(�, �,��)�(�,�, Г)� , �, � ≥ 0, � ∈ �, Г ∈ �. 

Функция �(�, �, Г), определенная в условии 1) называется вероятностью перехода. Из 
условия 2) следует, что она удовлетворяет уравнению Колмогорова-Чепмена. При этом 
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�(�, �,�) ≤ 1. Если �(+0, �,�) = ����→0�(�, �,�) = 1, то вероятность перехода называется 
нормальной, а соответствующий процесс – нормальным. 

Однородный марковский процесс будем обозначать (�(�), �,��,��). Если � ≡ +∞, то 
процесс называется необрывающимся и обозначается (�(�),��,��). Для необрывающегося 
процесса �(�, �,�) ≡ 1. 

Обозначим через ℜ0минимальную �-алгебру подмножеств �, содержащую все 
множества вида {�(�) ∈ Г} при � ≥ 0, Г ∈ �, а через ��минимальную �-алгебру подмножеств ��, содержащую все множества вида {�(�) ∈ Г} ∩ �� при � ∈ [0, �], Г ∈ �. 

Пусть ℜ обозначает след �-алгебры ℜ0на множестве �0 = {� > 0}. Очевидно, что ℜ ⊆ℜ0 ⊆ ℜ ⊆ �,ℜ� ⊆ ��, и вместе с процессом (�(�), �,�� ,��), однородным марковским 
процессом будет также процесс (�(�), �,ℜ�,��). 

5 Выводы 

Нами были рассмотрены вопросы корректности нелинейных краевых задач, где 
рассматриваются задачи именно в такой постановке и алгоритмы методов Монте-Карло, а 
именно, алгоритмы «блуждания по сферам» и «блуждания по границам», которые приме-

няются для оценивания решения и производных от решения этой задачи [7]. Оценки, 
построенные с помощью таких алгоритмов методов Монте-Карло, будут в основном � − 

смещенными. Несмещенные оценки в большинстве случаев нереализуемы на ЭВМ, так как с 
вероятностью 1 не выходят на границу области и поэтому непригодны. В практике обычно 
ограничиваются лишь двумя первыми моментами оценки. 
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ТАСТАНОВ, М.Г., ЖАРЛЫГАСОВА, Э.З. 
КЕЗДЕЙСОҚ ПРОЦЕССТЕР 

Кездейсоқ процестер теориясы – бұл олардың даму динамикасындағы кездейсоқ құбылыстар-
дың заңдылықтарын зерттейтін математиканың бөлімі. Қоршаған әлем құбылыстарын зерттеу 
кезінде біз көбінесе алдын-ала болжау мүмкін емес процестерге тап боламыз. Бұл белгісіздік (болжау 
мүмкін еместігі) процестің барысына әсер ететін кездейсоқ факторлардың әсерінен туындайды. 
Кездейсоқ процесстер теориясы Монте-Карло әдістерінің негізі болып табылады, сондықтан бұл 
мақала кездейсоқ процесстер теориясынан (Марков тізбектері, кездейсоқ адасулар, біртекті Марков 
процесстері жіне т.б.) және мартингалдар теориясынан ақпараттар береді. Біз � −бағалауды 
дәлелдеу үшін мартингалдар теориясын әрі қарай қолданамыз. Бастапқы есептің шешуі бір нүктеде 
бағаланады (Нүктеде бағалау). 

Түйінді сөздер: кездейсоқ процесстер, Марков тізбектері, Марковтық болу критерйі, 
кездейсоқ адасу, біртекті Марков тізбектері, өту ықтималдығы, мартингалдар.  
 

TASTANOV, M.G., ZHARLYGASSOVA, E.Z. 
RANDOM PROCESSES 

The theory of random processes is a branch of mathematics that studies the patterns of random 
phenomena in the dynamics of their development. When studying the phenomena of the surrounding world, we 
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often encounter processes that cannot be accurately predicted in advance. This uncertainty (unpredictability) 
is caused by the influence of random factors affecting the course of the process. The theory of random 
processes is the basis of Monte Carlo methods, therefore this article provides information from the theory of 
random processes (Markov chains, random walks, homogeneous Markov processes, etc.) and the theory of 
martingales. We will further use the theory of martingales to prove the ε-bias of estimates. The solution to the 
original problem will be estimated at one point (Point estimation). 

Key words: random processes, Markov chains, Markovianity criterion, random walks, homogeneous 
Markov chains, transition probability, martingales. 
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ОБЩАЯ СХЕМА МЕТОДОВ МОНТЕ-КАРЛО 

 

Аннотация 
Метод статистического моделирования основан на испытании 

модели множеством случайных сигналов, у которых плотность вероятности 
считается заданной. Целью в данном случае является определение выходных 
результатов. Статистичекое моделирование использует метод Монте-
Карло в тех случаях, когда другие методы, кроме имитации применить 
невозможно. Основой методов Монте-Карло является теория вероятностей 
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