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О НЕКОТОРЫХ КЛАССАХ ПОЧТИ ЗВЕЗДООБРАЗНЫХ ФУНКЦИЙ, 
ПОСТРОЕННЫХ НА БАЗЕ КЛАССА ЯНОВСКОГО 

 

Аннотация 
Исследуется класс ���∗(�, �,�,�) почти звездообразных функций �(�), 

определенный с помощью условия ���(�)�(�)
�1 �⁄ − �� ≤ �, � > 1 2⁄ , 0 < � ≤ 1, где 

функция �(�) принадлежит классу ��∗[�,�] звездообразных функций 
Яновского. Для данного класса получена теорема роста и определен радиус 
звездообразности порядка �, в том числе и в случае, когда функция �(�) 
является выпуклой. В частных случаях получается как ряд ранее известных, 
так и новых результатов. Все результаты, полученные в статье, являются 
точными. 

Ключевые слова: почти звездообразные функции, теорема роста, 
радиусы звездообразности. 

 

1 Введение 

Естественным расширением класса �∗ звездообразных в круге � = {�: |�| < 1} функций �(�) является класс ��∗ почти звездообразных функций �(�), введенный в работе [1] с 
помощью условия �� �(�)�(�)

> 0, � ∈ �,                                                         (1) 

где �(�) ∈ �∗.  
В дальнейшем рассматривались другие классы почти звездообразных функций, при 

определении которых вместо условия (1) использовались условия [2, 3] �� �(�)�(�)
> 0, ��(�)�(�)

− 1� < 1, [4]  ��(�)�(�)
− �� < �,� >

12, [5]  �� �(�)��(�)+(1−�)�(�)
> 0, � �(�)��(�)+(1−�)�(�)

− 1� < 1, где 
0 ≤ � < 1, и некоторые другие неравенства, связывающие функции �(�) и �(�).   

Совсем недавно вышел цикл статей [6-10], в которых исследуются классы почти 
звездообразных функций, заданные условиями вида �� �(�)�(�)

> 0, ��(�)�(�)
− 1� < 1, в которых 

используются конкретные звездообразные функции �(�): = �; � (1 + �)⁄ ;  � (1 − �)2⁄ ; � +�2/2;  � (1 − �2)⁄ . 

В настоящей статье с помощью условия ���(�)�(�)
�1 �⁄ − �� ≤ �,� >

12 , 0 < � ≤ 1, 
естественным образом обобщающего многие из выше перечисленных условий, вводится класс 
почти звездообразных функций �(�), в котором используются звездообразные функции �(�) 

класса Яновского [11]. Для введенного класса установлена теорема роста и определен точный 
радиус звездообразности порядка α, в том числе, когда функция �(�) является выпуклой. Все 
результаты являются точными. В частных случаях получаются многие из ранее известных 
результатов. 
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2 Материалы и методы 

Основным методом исследования статьи является метод подчиненности аналитических 
функций, позволяющий достаточно просто получать различные оценки аналитических 
функций. 

По определению, аналитическая в � функция �(�) называется подчиненной 
однолистной функции �0(�), если �(�) ⊂ �0(�) и �(0) = �0(0). При этом используют 
обозначение �(�) ≺ �0(�). Для случая неоднолистной в � функции  �0(�) соотношение 
подчиненности �(�) ≺ �0(�) означает, что можно найти функцию �(�), �(0) = 0, |�(�)| ≤
1, такую, что будет выполняться соотношение �(�) = �0��(�)�. 

Если функция �(�) имеет разложение вида �(�) = с0 + с��� + с�+1��+1 + ⋯ , � ≥ 1, 

то из подчиненности �(�) ≺ �0(�) следует вложение �(|�| ≤ �) ⊆ �0(|�| ≤ ��) для всех �,

0 ≤ � < 1, позволяющее получать точные оценки функции �(�) по характеристикам 
мажоранты �0(�). 

Пусть ℛ� и �� обозначают, соответственно,  классы аналитических в � функций �(�) 

и �(�), имеющих разложения в ряд вида �(�) = 1 + с��� + с�+1��+1 + ⋯ , � ≥ 1, и �(�) =� + ��+1��+1 + ��+2��+2 + ⋯ ,� ≥ 1, � ∈ �. Через ��(�, �) будем обозначать класс функций �(�) из ℛ�, удовлетворяющих условию �(�(�))
1� − �� < �,   � > 1 2⁄ , 0 < � ≤ 1, � ϵ �. 

Тогда �� ≔ ��(∞, 1) – класс функций из ℛ� с положительной вещественной частью. Также 
будем считать, что �(�, �): =  �1(�, �), � ≔ �1, � ≔�1. 

Пусть ��∗[�,�] – класс Яновского звездообразных функций �(�) ∈ ��, 
удовлетворяющих условию � �′(�)�(�)

≺ �0(�) =
1 + ��
1 + �� ,   − 1 ≤ � < � ≤ 1. 

Его подклассом является класс �∗(α) = �∗[1 − 2α,−1] функций �(�), звездообразных 
порядка α, которые удовлетворяют условию �� �� �′(�)�(�)

� > α, 0 ≤ α < 1, � ϵ �. Также в статье 

используется класс �о выпуклых функций, удовлетворяющих условию �� � �′′(�)�′(�)
> −1, � ϵ �. 

Основой для дальнейших исследований являются следующие оценки, полученные на 
основе метода подчиненности. 

Лемма 1 [12]. Если �(�) ∈ ��∗[�,�], то в круге |�| ≤ �, 0 ≤ � < 1, выполняются точные 
оценки �(1 − ���)

�−��� ≤ |�(�)| ≤ �(1 + ���)
�−��� , � ≠ 0,                         (1) � exp �−�� ��� ≤ |�(�)| ≤  � exp ��� ��� ,   � = 0,                                  (2) �� �� �′(�)�(�)

� ≥ 1 − ���
1 − ��� ,                                                          (3) 

знак равенства в которых достигается для функции �0(�) = �� ∙ (1 + ���)
�−��� ,         � ≠ 0,� ∙ ��� ��� ��� ,               � = 0

.                                      (4) 

Лемма 2 [13]. Если �(�) ∈ ��(�, �), то в круге |�| ≤ �, 0 ≤ � < 1, выполняются точные 
оценки � 1 − ��

1 + (1 − 1 �⁄ )���� ≤ |�(�)| ≤ � 1 + ��
1 − (1 − 1 �⁄ )���� ,                                (5) 
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�� �′(�)�(�)
� ≤ �(2 − 1 �⁄ )���

(1 − ��)(1 + (1 − 1 �⁄ )��)
.                                        (6) 

Экстремальная функция задается формулой �(�) = �0(��), где �0(�) = � 1 + �
1 − (1 − 1 �⁄ )��� .                                                (7) 

3-4 Результаты и обсуждение 

Введем класс ���∗(�, �,�,�) почти звездообразных функций �(�) ∈ ��, 
удовлетворяющих условию ���(�)�(�)

�1 �⁄ − �� ≤ �,� >
1

2
, 0 < � ≤ 1,                                (8) 

где �(�) ∈ ��∗[�,�]. 
Теорема 1. Если �(�) ∈ ���∗(�, �,�,�), то в круге |�| ≤ �, 0 ≤ � < 1, выполняются 

неравенства 
1) при � ≠ 0 �(1 − ���)

�−��� � 1 − ��
1 + (1 − 1 �⁄ )���� ≤ |�(�)| ≤ �(1 + ���)

�−��� � 1 + ��
1 − (1 − 1 �⁄ )���� ,      (9) 

2) при � = 0 �exp �−�� ��� � 1 − ��
1 + (1 − 1 �⁄ )���� ≤ |�(�)| ≤  �exp ��� ��� � 1 + ��

1 − (1 − 1 �⁄ )����          (10) 

и радиусом �∗(α) звездообразности порядка α класса ���∗(�, �,�,�) является единственный 
на (0; 1) корень уравнения 

1 − ���
1 − ��� − �(2 − 1 �⁄ )���

(1 − ��)(1 + (1 − 1 �⁄ )��)
− α = 0.                             (11) 

Результат точный. 
Доказательство. Пусть �(�) =

�(�)�(�)
. Тогда �(�) = �(�)�(�), причем �(�) ∈ ��(�, �). 

Поэтому, комбинируя оценки (1)-(2) и (5), получим оценки (9)-(10). 
Из равенства �(�) = �(�)�(�) находим � �′(�)�(�)

= � �′(�)�(�)
+ � �′(�)�(�)

. 

Поэтому, применяя оценки (3) и (6), в круге |�| ≤ �, 0 ≤ � < 1, получаем �� ��′(�)�(�)
≥ �� 

��′(�)�(�)
−  �� �′(�)�(�)

� ≥ 1 − ���
1 − ��� − �(2 − 1 �⁄ )���

(1 − ��)(1 + (1 − 1 �⁄ )��)
. 

Если |�| ≤ �, где � = �∗(α) – корень уравнения (11), то �� ��′(�)�(�)
≥ α и �(�) является 

звездообразной порядка α в круге |�| ≤ �∗(α). 
Средствами дифференциального исчисления нетрудно установить, что функция �2(�) =

�(2 − 1 �⁄ )���
(1 − ��)(1 + (1 − 1 �⁄ )��)

+ α 

монотонно возрастает на [0; 1) от α до +∞ при � >
12 , � > 0. Так как �1(�) = (1 − ���)/(1 −���) монотонно убывает на [0; 1] от 1 до �1(1) = (1 − �)/(1 − �) ∈ [0; 1], то уравнение �1(�) −�2(�) = 0, а, следовательно, и уравнение (11), имеет единственный корень � = �∗(α) ∈ (0; 1). 

Для доказательства точности оценок (9)-(10) и радиуса звездообразности �∗(α) 

рассмотрим функцию �0(�) = �0(�)�0(��), где функция �0(�) задана формулой (4), а функция  �0(�) – формулой (7). Для функции �0(�) правые оценки в (9)-(10) достигаются в точке � = �, 
а левые оценки в (9)-(10) – достигаются в точке � = √−1

� �. 
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Кроме того, � �0′(�)�0(�)
=

1 + ���
1 + ��� +

�(2 − 1 �⁄ )���
(1 + ��)(1 − (1 − 1 �⁄ )��)

. 

Поэтому в точке  � = √−1
� �, где � = �∗(α) – корень уравнения (11), имеем �� ��0′(�)�0(�)

��= √−1� � =
1 − ���
1 − ��� − �(2 − 1 �⁄ )���

(1 − ��)(1 + (1 − 1 �⁄ )��)
= α. 

Следовательно, радиус звездообразности порядка α увеличить нельзя. Теорема 1 
доказана. 

Следствие 1. Пусть �(�) удовлетворяет условию |�(�) �(�)⁄ − �| ≤ �,� > 1 2⁄ , где �(�) ∈ �о. Тогда в круге |�| ≤ �, 0 ≤ � < 1, выполняется оценка �
1 + � 1 − �

1 + (1 − 1 �⁄ )� ≤ |�(�)| ≤ �
1 − � 1 + �

1 − (1 − 1 �⁄ )� ,                         (12) 

и радиусом звездообразности порядка α данного класса функций является единственный на 
(0; 1) корень уравнения α(� − 1)�3 + (α� − 3� + 2)�2 − 2�� + � − α� = 0.                            (13) 

Доказательство. Известно, что если функция �(�) является выпуклой, то [14] �(�) ∈�∗(1 2⁄ ) = �∗(0,−1). Поэтому, полагая в теореме 1 � = 0,� = −1, � = � = 1, из оценки (9) 
получим оценку (12), а уравнение (11) преобразуется к виду (13). 

Заметим, что при � = 1 из следствия 1 вытекает радиус звездообразности порядка α 
класса ℱ5 = ��(�) ∈ �: ��(�)�(�)

− 1� < 1,�(�) ∈ �о� из [15], определяемый по формуле �∗(α) =
1 − α

1 + √2 + α2 − 2α. 

При α = 0 уравнение (13) преобразуется к виду (3� − 2)�2 + 2�� − � = 0 и из 
следствия 1 вытекает  

Следствие 2. Пусть �(�) удовлетворяет условию |�(�) �(�)⁄ − �| ≤ �,� > 1 2⁄ , где �(�) ∈ �о. Тогда �(�) является звездообразной в круге |�| ≤ �∗, где �∗ = � �2�(2� − 1) − �
3� − 2

,� ≠ 2

3
; 

   1 2⁄ ,                          � = 2 3.⁄                                     (14) 

Радиус звездообразности является точным. 
Заметим, что при � = 1 следствие 2 дает теорему 4 из [3] о радиусе звездообразности �∗ = √2 − 1 класса функций �(�), удовлетворяющих условию |�(�) �(�)⁄ − 1| ≤ 1, где �(�) ∈�о. 
Следствие 3. Пусть � = 1 − 1 �, � = 1 − ��⁄ . Точный радиус �∗ звездообразности 

класса функций �(�), удовлетворяющих условию ���(�)�(�)
�1 �⁄ − �� ≤ �,� > 1 2⁄ , 0 < � ≤ 1, 

где �(�) ∈ ��∗(�), определяется по формуле �∗ = �1/�, где � – единственный на (0; 1) корень 
уравнения 

(2� − 1)��3 + [(3 − �)� + 2� − 2�� − �]�2 + (3 − � − 2� − ��)� − 1 = 0.       (15) 
Доказательство. Если � = 1 − 2�,� = −1, то класс ��∗[�,�] совпадает с классом ��∗(�) функций, звездообразных порядка �, 0 ≤ � < 1. В силу этого следствие 3 вытекает из 

теоремы 1 при α = 0, и доказательство следствия сводится к преобразованию уравнения (11). 
При � = ��, � = 1 − 1 �⁄  из (11) имеем 

(1 − (1 − 2�)�)(1 − �)(1 + ��) − �(1 + �)��(1 + �) = 0 
или 

(2� − 1)��3 + [(2 + ��)� + 2� − 2�� − 1 + ��]�2 + (2 + �� − 2� − (1 − ��)�)� − 1 = 0. 
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Отсюда, обозначив для упрощения 1 − �� = �, приходим к (15). 
При � = � = 1, то есть для класса функций, удовлетворяющих условию  |�(�) �(�)⁄ −

1| < 1, �(�) ∈ ��∗(�), уравнение (15) преобразуется к виду 

(2� + � − 1)�2 − (2� − � − 2)� − 1 = 0, 

поэтому �∗ = �1�, где � = � 2� − � − 2 + �(2� − � − 2)2 + 4(2� + � − 1)

2(2� + � − 1)
, 2� + � − 1 ≠ 0,

1 3⁄ ,                                                                                          � = 0,   � = 1,

        (16) 

Данный результат получен ранее в [16, следствие 3], а его частный случай, когда �∗ =

1 3⁄  при � = 1 и �(�) ∈ �∗, – изучен в [3, теорема 3]. 
Заметим, что при � = � = 1 из следствия 3 вытекает, что если |�(�) �(�)⁄ − �| ≤ � и �(�) ∈ ��∗, то �∗ определяется как единственный на (0; 1) корень уравнения 

(2� − 1)��3 + (3� + 2� − 2��)�2 + (3 − 2�)� − 1 = 0.                       (17) 
Данный результат совпадает с частным случаем теоремы 3.3 при � = 0 из [5]. При � →∞ (� → 1),� = 0 уравнение (17) преобразуется к виду �3 − 3�2 − 3� + 1 = 0 или (� + 1)(�2 −

4� + 1) = 0. Отсюда получаем, что �∗ = 2 − √3 для класса �� �(�)�(�)
> 0, �(�) ∈ �∗, что 

совпадает с теоремой 3 из [17]. 
Примечание 1. Пусть � → ∞, � = 1, при этом условие (8) преобразуется к виду �� �(�)�(�)
> 0. Тогда при определенных значениях �,� (то есть конкретизируя функцию �(�)) и � из теоремы 1 вытекают радиусы звездообразности порядка α целого ряда классов функций, 

в том числе исследованных в последние годы. 
Следствие 4. Следующие результаты по радиусам звездообразности порядка α 

справедливы для классов: 
1) (случай � = 1,� = 0,� = −1) для класса ℱ3: �� �1−�� �(�)� > 0, � ∈ � из [7]  

 �∗(α) =
2(1 − α)

3 + �9 − 4α(1 − α)
; 

2) (случай � = 1,� = 1,� = −1) для класса ℱ4: �� �(1−�)2� �(�)� > 0, � ∈ � из [7] �∗(α) =
1 − α

2 + √3 + α2 ; 

3) (случай � = 1,� = 1,� = 1/2) для класса ℱ3:��{�(�)/(� + �2/2)} > 0, � ∈ � из [8] �∗(α) определяется как наименьший положительный корень уравнения (2 − �)�3 + 2��2 +
(� − 6) � + 2 − 2� = 0; 

4) (случай � = 1,� = −1) для класса �3:�� �1−�2� �(�)� > 0, � ∈ � из [9], при � = 2 в 
дополнение к [9] �∗(α) = � 1 − α

3 + √8 + α2�1/2
; 

5) (случай � = 1,� → 0,� → 0) для класса �� �(�)� > 0, � ∈ � �∗(α) =
1 − α

1 + �1 + (1 − α)2 ; 

6) (случай � ≥ 1,� = 0,� = −1) для класса �� �(1−��)1/�� �(�)� > 0, � ∈ �  

 �∗(α) = � 2(1 − α)

1 + 2� + �(1 + 2�)2 − 4α(1 − α)
�1/�

; 



 
ЖАРАТЫЛЫСТАНУ ҒЫЛЫМДАРЫ ЕСТЕСТВЕННЫЕ НАУКИ 

 

55 

7) (случай � ≥ 1,� = 1,� = −1) для класса �� �(1−��)2/�� �(�)� > 0, � ∈ � �∗(α) = � 1 − α
1 + � + �(1 + �)2 − 1 + α2�1/�

. 

5 Выводы 

Настоящая статья посвящена исследованию геометрических свойств класса ���∗(�, �,�,�) почти звездообразных функций �(�) таких, что �(�(�) �(�)⁄ )1 �⁄ − �� ≤ �, где �(�) принадлежит известному классу ∈ ��∗[�,�] звездообразных функций Яновского. В классе ���∗(�, �,�,�) установлены точные теоремы роста и найдены точные радиусы звездо-

образности, приводящие как к новым результатам, так и обобщающие целый ряд ранее 
известных результатов. 
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жұлдыз тәрізді функцияларының ��∗[�,�] класына жатады. Берілген класс үшін өсу теоремасы 
алынады және α ретінің жұлдыз тәрізділік радиусы анықталады, оның ішінде �(�) функциясы дөңес 
болған жағдайда. Ерекше жағдайларда бұрын белгілі және жаңа нәтижелер сериясы алынады. 
Алынған барлық нәтижелер дәл болып табылады. 

Түйінді сөздер: жұлдыз тәрізді функциялар, өсу теоремасы, жұлдыз тәрізді радиустар. 
 

MAYER, F.F. 
ON SOME CLASSES OF CLOSE-TO-STARLIKE FUNCTIONS BASED ON THE YANOVSKIY 

CLASS 

The article examines the class ���∗(�, �,�,�) of close-to-starlike functions �(�), defined using the 

condition ���(�)�(�)
�1 �⁄ − �� ≤ �, � > 1 2⁄ , 0 < � ≤ 1, where the function �(�) belongs to the class ��∗[�,�] of 

Yanovskiy starlike functions. For this class, the growth theorem is obtained and the radius of starlikeness 
formation of the order α is determined, including in case when the function �(�) is convex. In particular cases, 
a number of previously known and new results are obtained. All the results obtained are accurate. 

Keywords: close-to-starlike functions; growth theorem; radii of starlikeness. 
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ИНТЕГРАЛЬНЫЙ ОПЕРАТОР БЕРНАЦКОГО НА КЛАССЕ 

ЗВЕЗДООБРАЗНЫХ ФУНКЦИЙ ЯКУБОВСКОГО 

 

Аннотация 
В геометрической теории функций различным интегральным 

операторам посвящен большой цикл работ, в которых определяется образ 
заданного класса регулярных функций при интегральном преобразовании, либо 
исследуется область значений, входящих в этот оператор показателей, при 
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