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Возвращаясь к исходным переменным, получим закон испарения: 
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Аңдатпа 

Бұл жұмыстың негізгі мақсаты-алгебрадағы өрістерді кеңейту тұжырымдамасын зерттеу. 
Өрістерді кеңейту сандар теориясы мен алгебралық геометриядағы өрістердің құрылымы мен 
олардың қасиеттерін түсінуді тереңдетудің маңызды құралы болып табылады. Мақалада кеңейтудің 
негізгі түрлері, олардың мысалдары мен қосымшалары және оларды зерттеу үшін қолданылатын 
әдістер қарастырылады. 
Түйінді сөздер: өрістерді кеңейту, алгебра, сандар теориясы, алгебралық геометрия. 

 
Аннотация 

Ключевая цель данной работы — исследование концепции расширения полей в алгебре. 
Расширение полей является важным инструментом в теории чисел и алгебраической геометрии, 
позволяющим углубить понимание структуры полей и их свойств. В статье рассматриваются 
основные виды расширений, их примеры и приложения, а также методы, используемые для их 
изучения. 
Ключевые слова: расширение полей, алгебра, теория чисел, алгебраическая геометрия. 

 
Abstract 

The key objective of this paper is to investigate the concept of field extensions in algebra. Field 
extensions are an important tool in number theory and algebraic geometry to deepen the understanding of 

mailto:bolat15102002@mail.ru
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the structure of fields and their properties. This article discusses the main types of extensions, their 
examples and applications, and the methods used to study them. 
Key¬words: field extensions, algebra, number theory, algebraic geometry. 

Определение 1 Множество 𝐹 в котором присутствуют две операции: сложения (+) и 

умножения (∗) называется полем если выполняются следующие условия: [1, с.52] 
1) 𝐹 – коммутативное кольцо с единицей (отличное от нуля); 

2) Для каждого элемента 𝑥 𝜖 𝐹, отличного от нуля (𝑥 ≠ 0), существует 

обратный элемент  𝑥−1 𝜖 𝐹 ∶  𝑥 ∗ 𝑥−1 = 𝑥−1 ∗ 𝑥 = 1. 
Как можем заметить, полем является множество, в котором выполняются четыре операции: 

умножение, сложение и вычитание (полные операции), деление (частичное операции, так как на ноль 
делить нельзя). Всем известны такие поля как множество рациональных и действительных чисел. 

 

Определение 2 Пусть 𝐹 является подполем поля 𝐾 и тогда 𝐾 называется расширением поля 
𝐹. Обозначается данное расширение так 𝐾/𝐹. [2, с.143] 

 

Задача. Решите уравнение 𝑥5 + 𝑥4 + 2𝑥3 + 𝑥2 + 1 = 0 в поле 𝑍3  
В данном поле есть только три элемента, а именно {0; 1; 2}. Сначала будем подставлять по 

очереди значения в уравнения и брать получившиеся значения по модулю 3 (𝑚𝑜𝑑 3) 
𝑥 = 0; 05 + 04 + 2 ∗ 03 + 02 + 1 = 0 + 0 + 0 + 0 + 1 = 1 ; 

𝑥 = 1; 15 + 14 + 2 ∗ 13 + 12 + 1 = 1 + 1 + 2 + 1 + 1 = 6 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 3). 
Можно заметить, что при значении 𝑥 = 1, тогда поделим уравнения на 𝑥 − −1 . 
 

𝑥5 + 𝑥4 + 2𝑥3 + 𝑥2 + 1 𝑥 − 1 

−(𝑥5 − 𝑥4) 𝑥4 + 2𝑥3 + 𝑥2 + 2𝑥 + 2 
2𝑥4 + 2𝑥3 + 𝑥2 + 1 

−(2𝑥4 − 2𝑥3) 
4𝑥3 + 𝑥2 + 1 ≡ 𝑥3 + 𝑥2 + 1 (𝑚𝑜𝑑 3) 

−(𝑥3 − 𝑥2) 
2𝑥2 + 1 

−(2𝑥2 − 2𝑥) 
2𝑥 + 1 

−(2𝑥 − 2) 

3 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 3) 

При делении получилось, что 𝑥5 + 𝑥4 + 2𝑥3 + 𝑥2 + 1 = (𝑥4 + 2𝑥3 + 𝑥2 + 2𝑥 + 2)(𝑥 − 1). Надо 

разобрать 𝑥4 + 2𝑥3 + 𝑥2 + 2𝑥 + 2, проделаем точно такие же операции: 

Не имеет смысла проверять предыдущие элементы до 1, так как мы уже доказали, что они не 
являются корнями. 

𝑥 = 1; 14 + 2 ∗ 13 + 12 + 2 ∗ 1 + 2 = 1 + 2 + 1 + 2 + 2 = 8 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 3);  
𝑥 = 2; 24 + 2 ∗ 23 + 22 + 2 ∗ 2 + 2 = 16 + 16 + 4 + 4 + 2 = 42 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 3).  
Поделим полученное уравнение на 𝑥 − 2: 
 

𝑥4 + 2𝑥3 + 𝑥2 + 2𝑥 + 2 𝑥 − 2 

−(𝑥4 − 2𝑥3) 𝑥3 + 𝑥2 + 2 

4𝑥3 + 𝑥2 + 2𝑥 + 2 ≡ 

≡ 𝑥3 + 𝑥2 + 2𝑥 + 2 (𝑚𝑜𝑑 3) 
 

−(𝑥3 − 2𝑥2) 

3𝑥2 + 2𝑥 + 2 ≡ 2𝑥 + 2 (𝑚𝑜𝑑 3) 
−(2𝑥 − 4) 

6 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 3) 
 

Получается, что 𝑥5 + 𝑥4 + 2𝑥3 + 𝑥2 + 1 = (𝑥3 + 𝑥2 + 2)(𝑥 − 1)(𝑥 − 2). Будем проверять тоже 
самое. 

𝑥 = 0; 03 + 02 + 2 = 0 + 0 + 2 = 2;  

𝑥 = 1; 13 + 12 + 2 = 1 + 1 + 2 = 4 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 3);  
𝑥 = 2; 23 + 22 + 2 = 8 + 4 + 2 = 14 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 3).  
Как можем заметим уравнение неприводимо далее и нам нужно вводить расширения. У нас 

есть два варианта как ввести расширение. Первый это комплексный корень, а второй дробь. 
Разберем второй вариант: 

Разберем всевозможные случаи дробей: 
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0

1
= 0;  

1

1
= 1;  

2

1
= 2.  

Как можно заметить, когда знаменатель равен 1, дробь не имеет смысла, так как дает целое 
число. 

0

2
= 0;  

1

2
 ; 

2

2
= 1.  

Дробь 
1

2
 можно вывести из выражения 2 ∗ 2 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 3), значит 

1

2
= 2. Следовательно, при 

знаменателе равный 2 смысл теряется. Знаменатель не может быть равен 3, так как 3 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 3). 
Тогда вводить расширения дробей не имеет смысла, из-за того, что они дают целые числа, которые 
лежат в поле. 

Теперь разберем расширения с помощью комплексных чисел.  

Пусть 𝑖2 = 1, тогда: 

В расширении 𝑍3(𝑖): {𝑖
2 = 1; 𝑎 + 𝑏𝑖;  𝑎, 𝑏 𝜖 𝑍3} есть 9 элементов, а именно {0; 1; 2; 𝑖; 1 + 𝑖; 2 +

+𝑖; 2𝑖; 1 + 2𝑖; 2 + 2𝑖}. Первые 3 элемента не имеет смысл проверять, так как уже делали это. 
В поле целых чисел есть очевидное свойство, что 

(𝑥 + 𝑦)𝑝 = 𝑥𝑝 + 𝑦𝑝, будем его использовать при подстановке   

𝑥 = 𝑖; 𝑖3 + 𝑖2 + 2 = −𝑖 − 1 + 2 = 1 − 𝑖 ; 
𝑥 = 1 + 𝑖; (1 + 𝑖)3 + (1 + 𝑖)2 + 2 = 1 − 𝑖 + 1 + 2𝑖 − 𝑖 + 2 = 4 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 3);  
𝑥 = 2 + 𝑖; (2 + 𝑖)3 + (2 + 𝑖)2 + 2 = 8 − 𝑖 + 4 + 4𝑖 − 𝑖 + 2 = 14 + 2𝑖 ≡ 2 + 2𝑖 (𝑚𝑜𝑑 3);  
𝑥 = 2𝑖; (2𝑖)3 + (2𝑖)2 + 2 = −8𝑖 − 4 + 2 = −2 − 8𝑖 ≡ 1 + 𝑖 (𝑚𝑜𝑑 3);  
𝑥 = 1 + 2𝑖; (1 + 2𝑖)3 + (1 + 2𝑖)2 + 2 = 1 − 8𝑖 + 1 + 4𝑖 − 4 + 2 = −4𝑖 ≡ 2𝑖 (𝑚𝑜𝑑 3);  
𝑥 = 2 + 2𝑖; (2 + 2𝑖)3 + (2 + 2𝑖)2 + 2 = 8 − 8𝑖 + 4 + 8𝑖 − 4𝑖 + 2 = 14 − −4𝑖 ≡ 2 + 2𝑖 (𝑚𝑜𝑑 3).  

Как можем заметить, что при всевозможных значениях из расширения 𝑍3(𝑖), не является 

корнями уравнения 𝑥3 + 𝑥2 + 2 = 0. 

Тогда нам нужно будет вводить расширения дальше, которое будет иметь общий вид: 

 𝑖𝑛 = √−1
2𝑛

 
И должно подходить для последовательности: 
 

𝑎0 + 𝑎1𝑖𝑛 + 𝑎2𝑖𝑛
2 + 𝑎3𝑖𝑛

3 + ⋯+ 𝑎𝑛−1𝑖𝑛
𝑛−1 + 𝑎𝑛𝑖𝑛

𝑛 + ⋯ 
Очевидно, что: 

𝑖𝑛
2 = ( √−1

2𝑛

)
2
= (−1)

2

2𝑛 = (−1)
1

2𝑛−1 = √−1
2𝑛−1

= 𝑖𝑛−1 ; 

𝑖𝑛
3 = ( √−1

2𝑛

)
3
= √(−1)3

2𝑛

= √−1
2𝑛

= 𝑖𝑛 . 

 

То есть при возведении в четную степень порядок уменьшается на 1 (кроме 0), а на нечетную 
не меняется. Попробуем, что данное расширение не имеет смысла. Для этого сделаем следующее: 

 

𝑥3 + 𝑥2 + 2 = 0 | 23 = 8 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑 3);  

𝑥3 + 23 + 𝑥2 = 0;  

(𝑥 + 2)3 + 𝑥2 = 0;  

(𝑥 + 2)3 = −𝑥2;  

(𝑥 + 2)3 = 2𝑥2 (𝑚𝑜𝑑 3);  
(𝑥+2)3

2
= 𝑥2;  

(𝑥+2)3

8
= 𝑥2(𝑚𝑜𝑑 3);   

(𝑥+2)3

23
= 𝑥2;  

(
𝑥+2

2
)
3

= 𝑥2|2 ∗ 2 = 1(𝑚𝑜𝑑 3) =>  
1

2
= 2;  

(2𝑥 + 1)3 = 𝑥2(𝑚𝑜𝑑 3).  
 
Следовательно, при возведении в третью степень, у нас не сохраняется условия при 

возведении в нечетную степень. Значит это расширение не имеет смысла. Тогда возведем 
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расширение 𝑍3(𝛼), где 𝛼 корень уравнения 𝑥3 + 𝑥2 + +2 = 0. Тогда поделим данное уравнение на 

𝑥 − 𝛼: 
 

𝑥3 + 𝑥2 + 2 𝑥 − 𝛼 

−(𝑥3 − 𝛼𝑥2) 𝑥2 + 𝑥(1 + 𝛼) + 𝛼(1 + 𝛼) 
𝛼𝑥2 + 𝑥2 + 2 = 𝑥2(1 + 𝛼) + 2  

−(𝑥2(1 + 𝛼) − 𝑥𝛼(1 + 𝛼)) 
𝑥𝛼(1 + 𝛼) + 2 

−(𝑥𝛼(1 + 𝛼) − 𝛼2(1 + 𝛼)) 

𝛼2(1 + 𝛼) + 2 = 𝛼3 + 𝛼2 + 2 

 

𝛼3 + 𝛼2 + 2 это 𝑥3 + 𝑥2 + 2 в которую подставили корень 𝛼, так как он является корнем 

уравнения, следовательно данное выражение обнуляется. 

𝛼3 + 𝛼2 + 2 = 0.  
 

Теперь попробуем решить получившиеся уравнение 𝑥2 + 𝑥(1 + 𝛼) + 𝛼(1 + 𝛼) = 0: 

𝑥2 + 𝑥(1 + 𝛼) + 𝛼(1 + 𝛼) = 0;  

𝑥2 + 𝑥(1 + 𝛼) + (𝛼2 + 𝛼) = 0;  

𝐷 = 𝑏2 − 4𝑎𝑐;  
𝑎 = 1;  𝑏 = 1 + 𝛼; 𝑐 = 𝛼2 + 𝛼;  

𝐷 = (1 + 𝛼)2 − 4 ∗ 1 ∗ (𝛼2 + 𝛼) = 1 + 2𝛼 + 𝛼2 − 4𝛼2 − 4𝛼 ≡ 𝛼 + 1 (𝑚𝑜𝑑 3).  
Корень из 𝛼 + 1 мы не знаем, преобразуем его: 

𝛼3 + 𝛼2 = −2;  

𝛼3 + 𝛼2 = 1;  

𝛼2(1 + 𝛼) = 1;  

(1 + 𝛼) =
1

𝛼2
. 

Тогда: 

𝑥1/2 =
−𝑏±√𝐷

2𝑎
 ; 

𝑥1 =
−1−𝛼+√

1

𝛼2

2∗1
=

2−𝛼+
1

𝛼

2
= 2 ∗ (2 − 𝛼 +

1

𝛼
)  (𝑚𝑜𝑑 3) = 2 ∗ (

2𝛼−𝛼2+1

𝛼
) =

4𝛼−2𝛼2+2

𝛼
=

𝛼2+𝛼+2

𝛼
 (𝑚𝑜𝑑 3);  

𝑥2 =
−1−𝛼−√

1

𝛼2

2∗1
=

2−𝛼−
1

𝛼

2
= 2 ∗ (2 − 𝛼 −

1

𝛼
)  (𝑚𝑜𝑑 3) = 2 ∗ (

2𝛼−𝛼2−1

𝛼
) =

4𝛼−2𝛼2−2

𝛼
=

𝛼2+𝛼+1

𝛼
 (𝑚𝑜𝑑 3);  

Тогда уравнение 𝑥5 + 𝑥4 + 2𝑥3 + 𝑥2 + 1 имеет корни {1; 2; 𝛼;
𝛼2+𝛼+2

𝛼
;
𝛼2+𝛼+1

𝛼
} и принимает вид: 

𝑥5 + 𝑥4 + 2𝑥3 + 𝑥2 + 1 = (𝑥 − 1)(𝑥 − 2)(𝑥 − 𝛼)(𝑥 −
𝛼2+𝛼+2

𝛼
)(𝑥−;

𝛼2+𝛼+1

𝛼
) . 
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