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Аннотация 

W-функция является относительно новой математической функцией, остающейся неизвестной для 
широкого круга специалистов. Между тем она позволяет найти точные решения широкого класса 
трансцендентных уравнений, которые раньше могли быть решены только численными методами. В 
статье рассматриваются некоторые физические задачи, при решении которых возникает 
необходимость привлечения W-функции Ламберта. 
Ключевые слова: W-функция Ламберта, трансцендентные уравнения, физические задачи. 
 

Аңдатпа 
Ламберт W-функциясы – мамандардың кең ауқымына белгісіз болып қалатын салыстырмалы түрде 
жаңа математикалық функция. Сонымен қатар, ол бұрын тек сандық әдістермен шешілетін 
трансценденттік теңдеулердің кең класының нақты шешімдерін табуға мүмкіндік береді. Мақалада дәл 
шешімін табу үшін Ламберт W-функциясын қолдануды қажет ететін кейбір физикалық есептер 
қарастырылады. 
Түйінді сөздер: Ламберт W-функциясы, трансценденттік теңдеулер, физикалық есептер. 
 

Аbstract 
The Lambert W function is a relatively new mathematical function that remains unknown to a wide range of 
specialists. Meanwhile, it allows to find exact solutions to a broad class of transcendental equations, which 
previously could only be solved by numerical methods. The article discusses some physical problems where 
the use of the Lambert W function becomes necessary. 
Key¬words: Lambert W function, transcendental equations, physical problems. 
 

1. Введение 
W-функция Ламберта была введена в научный оборот в конце 1980-х годов группой 

математиков [1], которые назвали её в честь немецкого учёного И. Ламберта. Необходимость 
введения этой функции возникает при рассмотрении трансцендентного уравнения вида 

 .xwe w    (1) 

Данное уравнение неразрешимо относительно w в элементарных функциях. Однако можно 
разложить экспоненту в ряд по степеням w: 
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благодаря чему уравнение (1) примет вид: 
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Далее следует применить теорему Лагранжа об обращении степенных рядов и найти 
обратный ряд для нахождения w по степеням x. Этот ряд имеет вид: 
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Формула (4) и представляет собой разложение в ряд W-функции Ламберта, а если быть 
строгими – разложение основной её ветви [2]. Дело в том, что уравнение (1) всегда имеет 
бесконечное число корней, большинство из которых комплексные. Приведённый ряд позволяет найти 
действительный корень уравнения. Таким образом, W-функция Ламберта W(x) определяется как 
решение функционального уравнения 

 .)( )( xexW xW    (5) 

W-функция является многозначной, то есть одному значению x соответствует множество 
значений W(x). Эти значения называют ветвями и обозначают Wk (x), где k = 0, ±1, ±2 и т.д. Ветви, 
отличные от W0(x) и W–1(x), всегда комплексные. Ветвь W0(x) называют основной ветвью [3, с. 8]. 

В рамках данной статьи мы ограничимся рассмотрением только действительной области 
функции, график которой представлен на рисунке 1. 

 

 
 

Рисунок 1. График действительной области W-функции Ламберта 
 
Область определения функции есть интервал [–1/e; +∞), на котором она принимает значения 

от –∞ до +∞. В интервале (–1/e; 0) функция двузначна. Точка с координатами (–1/e; –1) делит график 
на верхнюю ветвь W0(x) и нижнюю ветвь W–1(x). 

Перечислим некоторые свойства W-функции. Из определения функции следует соотношение: 
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При x > 0 выполняется тождество 
 

 ).(ln)(ln xWxxW    (7) 

Нетрудно также убедиться в справедливости формулы 
 

 ).()(lnln)ln( xWxWxxxW    (8) 

Производная W-функции определяется выражением: 
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где x ≠ –1/e, x ≠ 0. В точке x = 0 производная W'(0) = 1. 

Интеграл от W-функции Ламберта равен: 
 

 .
)(

1
1)()( C

xW
xWxdxxW 








   (10) 

2. Точное решение трансцендентных уравнений 
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W-функция Ламберта позволяет записать точное решение не только уравнения вида (1), но и 
большого числа других трансцендентных уравнений, содержащих логарифмы и экспоненты. 
Рассмотрим, например, уравнение 

 .ln axx    (11) 

Потенцируя уравнение, придадим ему форму: 

 .ax exe    (12) 

Пользуясь определением W-функции Ламберта (5), получаем формулу для нахождения корня: 

 ).( aeWx    (13) 

В таблице 1 систематизированы трансцендентные уравнения, точно решаемые через W-
функцию Ламберта. В справедливости приведённых решений можно убедиться непосредственной 
подстановкой. 

 
Таблица 1. Трансцендентные равнения, разрешимые через W-функцию Ламберта 
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3. Решение физических задач с помощью W-функции Ламберта 
W-функция Ламберта оказывается незаменимой в решении уравнений, возникающих при 

рассмотрении разнообразных физических задач. С её помощью решаются задачи о нахождении силы 
тока в цепи с последовательным соединением диода и резистора [4], определении дальности полёта 
тела при наличии сопротивления воздуха [5], движении вязкой жидкости по капилляру в поле тяжести 
[6], расчёте критических размеров ядерного реактора [3, с. 65] и др. Рассмотрим несколько задач, 
решение которых с привлечением  W-функции Ламберта ранее не обсуждалось в научной 
литературе. 

Потенциал точечного заряда в плазме. Как известно из электростатики, потенциал 
точечного заряда q в вакууме убывает с расстоянием r по закону 

 ,
4 0rπε

q
   (14) 
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где ε0 – электрическая постоянная. В плазме в силу поляризации окружающей среды потенциал 
точечного заряда убывает быстрее в соответствии с формулой 

 ,
4 0

D

r

e
rπε
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   (15) 

где D – дебаевский радиус экранирования, зависящий от температуры плазмы и концентрации 
заряженных частиц [7, с. 16]. Если необходимо решить уравнение (15) относительно расстояния, то 
есть отыскать точку с заданным потенциалом, возникает необходимость применения W-функции 
Ламберта. Действительно, легко привести уравнение (15) к виду 
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Тогда из определения W-функции Ламберта (5) следует, что 
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Уравнение Дитеричи. В технической термодинамике используется большое число уравнений 
состояния газа, описывающих связь между параметрами газов точнее уравнения Менделеева – 
Клапейрона. Одним из таких уравнений является уравнение Дитеричи, имеющее вид: 
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где p, V, T – давление, объём и температура газа, R – универсальная газовая постоянная, a и b – 
индивидуальные для каждого газа константы, учитывающие взаимодействие молекул [8]. Покажем, 
что уравнение Дитеричи решается относительно температуры через W-функцию Ламберта. Для этого 
преобразуем уравнение: 
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Умножим обе части уравнения на a/V: 
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Применяя определение W-функции Ламберта, получаем: 
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Окончательно для температуры газа справедливо выражение: 
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Наполнение сосуда с отверстием в дне. Рассмотрим цилиндрический сосуд высотой H и 

радиусом R, в который поступает жидкость с постоянной объёмной скоростью Q. В дне сосуда 
имеется малое отверстие радиуса r. Найдём закон изменения уровня жидкости с течением времени. 

Скорость истечения жидкости из малого отверстия подчиняется формуле Торричелли: 

 ,2ghυ    (23) 

где h – мгновенный уровень жидкости в сосуде. Пренебрегая эффектом сжатия струи, будем 
полагать, что площадь поперечного сечения струи равна площади поперечного сечения отверстия 
πr

2
. В таком случае за бесконечно малый промежуток времени dt из сосуда вытекает объём 

 .222 dtghπrυdtπr    (24) 

За это же время в сосуд поступает объём жидкости Qdt. Значит, уравнение, описывающее 
изменение объёма жидкости в сосуде, имеет вид: 

 .22 dtghπrQdtdV    (25) 
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Для цилиндра dV = πR
2
dh, благодаря чему получаем: 

 .222 ghπrQ
dt

dh
πR    (26) 

 
Разделим переменные и проинтегрируем: 
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Воспользуемся табличным интегралом: 
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После интегрирования имеем: 

 .2
2

ln 2

24

2

 

















 ghπr

ghπrQ

Q
Q

rgπ

R
t   (29) 

 
Это уравнение позволяет отыскать время подъёма уровня до некоторой высоты h. Как легко 

увидеть, уравнение имеет смысл, если выполняется условие 

 ,22 ghπrQ    (30) 

в противном случае уровень h не может быть достигнут. Уравнение (29) трансцендентно 
относительно h и может быть решено с помощью W-функции. Для этого придадим уравнению вид: 
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Вычтем из обеих частей равенства единицу, а затем потенцируем: 
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Умножив обе части на –1, получим: 
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Применим определение W-функции Ламберта: 
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Окончательно искомая зависимость уровня жидкости от времени выглядит так: 
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Испарение жидкости в сосуде. Жидкость с молярной массой M и плотностью ρ частично 
заполняет закрытый цилиндрический сосуд сечением S, остальная часть которого содержит воздух 
объёмом V. В начальный момент времени пары жидкости в воздухе отсутствуют. Установим закон 
испарения жидкости, то есть зависимость массы пара от времени. Температура системы постоянна и 
равна T, давление насыщенных паров жидкости при данной температуре pн. Будем также считать 
начальную массу жидкости достаточно большой, чтобы она не испарилась полностью. 

Скорость испарения жидкости определяется по формуле Герца – Кнудсена: 
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где α – коэффициент испарения жидкости (0 ≤ α ≤ 1), который будем полагать известным, p – 
парциальное давление пара над поверхностью жидкости [9, с. 203]. Это давление может быть 
рассчитано по закону Менделеева – Клапейрона: 

 ,
пMV

mRT
p    (37) 

где m – масса пара, Vп – объём, занимаемый паром. Учтём, что при испарении жидкости массой m 
объём сосуда, доступный пару, становится равен 
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Объединяя уравнения (36)–(38), получим: 
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где для краткости введено обозначение 
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Разделим переменные и интегрируем: 
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Воспользуемся табличным интегралом: 
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Тогда после интегрирования: 
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Поделим обе части уравнения на pнMρV и прибавим к обеим частям единицу: 
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Если обозначить подлогарифмическое выражение буквой A, а правую часть уравнения – 

буквой B, получим: 
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Потенцируем уравнение: 
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Возведём обе части в степень –pнM/ρRT и затем умножим на такой же коэффициент: 
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Тогда из определения W-функции Ламберта следует: 
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Возвращаясь к исходным переменным, получим закон испарения: 
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Аңдатпа 

Бұл жұмыстың негізгі мақсаты-алгебрадағы өрістерді кеңейту тұжырымдамасын зерттеу. 
Өрістерді кеңейту сандар теориясы мен алгебралық геометриядағы өрістердің құрылымы мен 
олардың қасиеттерін түсінуді тереңдетудің маңызды құралы болып табылады. Мақалада кеңейтудің 
негізгі түрлері, олардың мысалдары мен қосымшалары және оларды зерттеу үшін қолданылатын 
әдістер қарастырылады. 
Түйінді сөздер: өрістерді кеңейту, алгебра, сандар теориясы, алгебралық геометрия. 

 
Аннотация 

Ключевая цель данной работы — исследование концепции расширения полей в алгебре. 
Расширение полей является важным инструментом в теории чисел и алгебраической геометрии, 
позволяющим углубить понимание структуры полей и их свойств. В статье рассматриваются 
основные виды расширений, их примеры и приложения, а также методы, используемые для их 
изучения. 
Ключевые слова: расширение полей, алгебра, теория чисел, алгебраическая геометрия. 

 
Abstract 

The key objective of this paper is to investigate the concept of field extensions in algebra. Field 
extensions are an important tool in number theory and algebraic geometry to deepen the understanding of 
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