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Аңдатпа 

Анықталған интегралдың математикадағы маңызы зор болғанымен, көптеген оқушылар оның 
геометриялық мағынасын толық түсінуде қиналады. Динамикалық геометрия сияқты заманауи 
технологиялар оқыту үрдісін жақсарту үшін жаңа мүмкіндіктер ашады. Бұл зерттеу GeoGebra 
динамикалық геометрия жүйесінің оқушыларда анықталған интегралдың геометриялық мағынасы 
туралы терең түсінік қалыптастыруға және олардың интегралдық есептеуге деген қызығушылығын 
арттыруға тигізетін әсерін зерттеуге бағытталған. 
Түйінді сөздер: Геометриялық мағынасы, визуализация, динамикалық геометрия. 
 

Аннотация 
Несмотря на важность понимания определенного интеграла в математике, многие школьники 
испытывают трудности с его геометрической интерпретацией. Современные технологии, такие как 
динамическая геометрия, предоставляют новые возможности для улучшения процесса обучения. 
Исследование направлено на изучение влияния системы динамической геометрии GeoGebra на 
формирование у учащихся глубокого понимания геометрического смысла определенного интеграла, а 
также на повышение их мотивации к изучению интегрального исчисления. 
Ключевые слова: Геометрический смысл, визуализация, динамическая геометрия. 
 

Аbstract 
Despite the importance of understanding the definite integral in mathematics, many students have difficulties 
with its geometric interpretation. Modern technologies such as dynamic geometry provide new opportunities 
to improve the learning process. The study aims to investigate the impact of the GeoGebra dynamic 
geometry system on developing students' deep understanding of the geometric meaning of the definite 
integral, as well as on increasing their motivation to learn integral calculus. 
Key words: Geometric meaning, visualisation, dynamic geometry.  

 
В современном мире, где технологии становятся неотъемлемой частью образовательного 

процесса, особое значение приобретает использование визуализации для понимания абстрактных 
математических понятий. Математика, как область знаний, зачастую вызывает у школьников 
сложности, связанные с осознанием геометрических и алгебраических понятий. Одним из таких 
понятий является определённый интеграл, который не только представляет собой сложный 
математический объект, но и требует от учащихся способности к пространственной визуализации. 
Многие учащиеся сталкиваются с трудностями при попытке осмыслить геометрический смысл 
интеграла как площади под графиком функции [1, с.231]. Эти трудности могут быть обусловлены 
недостаточной связью между алгебраическим выражением и его геометрическим представлением. 
Визуализация в этом контексте становится критическим инструментом, позволяющим облегчить 
понимание абстрактных идей. Использование таких программ, как GeoGebra, позволяет учащимся 
интерактивно исследовать графические представления определённых интегралов, улучшая их 
понимание и навыки решения задач. Текущие исследования в области математического образования 
подчеркивают важность применения динамических систем визуализации для улучшения обучающих 
процессов. Однако вопрос о влиянии конкретных инструментов, таких как GeoGebra, на понимание 
учащимися геометрического смысла определённого интеграла остается недостаточно изученным, что 
делает исследование в данной области актуальным. Основной целью данного исследования 
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является выявление влияния системы динамической геометрии GeoGebra на формирование у 
школьников устойчивых представлений о геометрическом смысле определённого интеграла. 
Использование GeoGebra повышает уровень понимания геометрического смысла определённого 
интеграла и способствует развитию пространственного мышления и визуализации математических 
объектов. Данная программа помогает улучшить навыки решения задач, связанных с применением 
интегралов в геометрических и прикладных задачах. Исследование также нацелено на выяснение 
того, как использование GeoGebra способствует повышению мотивации учащихся и помогает лучше 
усвоить концепцию интеграла через интерактивные и визуальные средства. 

Интегральное исчисление является одной из важнейших ветвей математического анализа, 
изучающей операции, противоположные дифференцированию. Основным объектом исследования 
интегрального исчисления является интеграл, который может являться неопределённым и 
определённым. Неопределённый интеграл — совокупность всех первообразных данной функции, 
что соответствует нахождению функции, которая при дифференцировании даёт исходную. 
Определённый интеграл — значение площади криволинейной фигуры, ограниченной графиком 
функции f(x), осью абсцисс и вертикальными прямыми x = a и x = b на отрезке [a, b]. Геометрический 
смысл определённого интеграла — площадь под графиком функции, что позволяет использовать 
интеграл для решения прикладных задач, таких как вычисление площадей, объёмов тел вращения, 
моментов инерции и других физических величин. 

Визуализация в математике играет важную роль в понимании абстрактных концепций и 
формировании прочных знаний. Традиционные методы преподавания математики часто акцентируют 
внимание на символическом представлении математических объектов, что может вызывать 
трудности у учащихся, особенно если речь идет о понятиях, требующих пространственного 
мышления. Визуальные образы помогают учащимся лучше осмыслить сложные концепции, делая их 
более доступными. Визуализация также позволяет объединить геометрические и алгебраические 
подходы, что способствует более глубокому пониманию математики. Умение работать с 
геометрическими объектами и моделировать их способствует развитию аналитических способностей 
и навыков решения сложных задач. В контексте интегрального исчисления визуализация помогает 
учащимся лучше понять не только алгебраическую суть интеграла, но и его геометрическую 
интерпретацию как площади под графиком функции.  

GeoGebra — мощная программа, сочетающая в себе возможности динамической геометрии, 
алгебры, статистики и математического анализа. Она предоставляет возможность визуализировать 
математические объекты, создавать интерактивные модели и выполнять сложные математические 
расчёты [2, с.48]. Пользователь может построить график любой функции и наглядно увидеть её 
поведение. GeoGebra позволяет заштриховать площадь под графиком функции на заданном 
интервале, что соответствует определённому интегралу. Программа автоматически вычисляет 
значение определённого интеграла для заданного интервала. Пользователи могут изменять 
параметры функции и границы интегрирования в реальном времени, наблюдая за изменением 
площади и результатами вычислений. GeoGebra визуализирует методы численного интегрирования, 
такие как метод трапеций, что важно для углублённого изучения интегралов. Использование 
компьютерных технологий в образовательном процессе позитивно влияет на мотивацию учащихся, их 
интерес к математике и улучшение учебных результатов.  

Исследование функции f(x) = x² на интервале от 0 до 2 (рисунок 1). 
1. Построение графика функции f(x) = x². 
2. Определение границ интегрирования на оси Ox с помощью инструмента "Отрезок". 
3. Использование команды "Интеграл [f, a, b]" для заштриховки области под графиком 

функции и вычисления площади. 
4. Возможность динамического изменения границ интегрирования и наблюдения за 

изменением площади под графиком. 

 
 

Рисунок 1. Примеры применения программы GeoGebra для изучения интегралов 
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Вычисляя интеграл функции методом трапеции, GeoGebra позволяет разделить интервал 
интегрирования на равные части и построить трапеции, основанные на графике функции. Программа 
автоматически вычисляет площади трапеций и демонстрирует их суммирование для приближённого 
нахождения значения интеграла.  

1. Разбиение отрезка [0, 2] на 4 равные части. Получим точки разбиения: 0, 0.5, 1, 1.5 (рисунок 
2). 

2. Соединение последовательных точек графика функции отрезками. По итогу получается 
четыре трапеции. 

3. Использование формулы площади трапеции: 

 𝑆 =
h∙(a+b)

2
      (1) 

где h - высота трапеции (длина основания), a и b - длины верхнего и нижнего оснований. 
4. Сложение площадей всех трапеций, для получения приближенного значение интеграла, в 

нашем случае S = 2.75 м2. 
 

 
 

Рисунок 2. Примеры применения GeoGebra для изучения интегралов функции методом трапеции 
 

Таким образом, использование системы динамической геометрии GeoGebra в процессе 
обучения интегральному исчислению существенно повышает уровень понимания учащимися 
геометрического смысла определенного интеграла. Визуализация, интерактивность и возможность 
динамического исследования, предоставляемые GeoGebra, способствуют формированию более 
глубоких и устойчивых представлений о связи между алгебраическим выражением интеграла и его 
геометрической интерпретацией как площади под графиком функции, развитию пространственного 
мышления и визуализационных навыков, необходимых для успешного освоения математического 
анализа, улучшению навыков решения задач на вычисление интегралов и их применению в 
различных областях знаний, повышению мотивации учащихся к изучению математики благодаря 
возможности самостоятельно исследовать математические объекты и получать наглядные 
результаты. Проведенные исследования свидетельствуют о том, что внедрение GeoGebra в учебный 
процесс позволяет преодолеть традиционные трудности, возникающие у учащихся при изучении 
интегрального исчисления. Динамические модели и интерактивные инструменты GeoGebra делают 
процесс обучения более эффективным и интересным, способствуя формированию у учащихся 
прочных и долгосрочных математических знаний. 
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Аннотация 

W-функция является относительно новой математической функцией, остающейся неизвестной для 
широкого круга специалистов. Между тем она позволяет найти точные решения широкого класса 
трансцендентных уравнений, которые раньше могли быть решены только численными методами. В 
статье рассматриваются некоторые физические задачи, при решении которых возникает 
необходимость привлечения W-функции Ламберта. 
Ключевые слова: W-функция Ламберта, трансцендентные уравнения, физические задачи. 
 

Аңдатпа 
Ламберт W-функциясы – мамандардың кең ауқымына белгісіз болып қалатын салыстырмалы түрде 
жаңа математикалық функция. Сонымен қатар, ол бұрын тек сандық әдістермен шешілетін 
трансценденттік теңдеулердің кең класының нақты шешімдерін табуға мүмкіндік береді. Мақалада дәл 
шешімін табу үшін Ламберт W-функциясын қолдануды қажет ететін кейбір физикалық есептер 
қарастырылады. 
Түйінді сөздер: Ламберт W-функциясы, трансценденттік теңдеулер, физикалық есептер. 
 

Аbstract 
The Lambert W function is a relatively new mathematical function that remains unknown to a wide range of 
specialists. Meanwhile, it allows to find exact solutions to a broad class of transcendental equations, which 
previously could only be solved by numerical methods. The article discusses some physical problems where 
the use of the Lambert W function becomes necessary. 
Key¬words: Lambert W function, transcendental equations, physical problems. 
 

1. Введение 
W-функция Ламберта была введена в научный оборот в конце 1980-х годов группой 

математиков [1], которые назвали её в честь немецкого учёного И. Ламберта. Необходимость 
введения этой функции возникает при рассмотрении трансцендентного уравнения вида 

 .xwe w    (1) 

Данное уравнение неразрешимо относительно w в элементарных функциях. Однако можно 
разложить экспоненту в ряд по степеням w: 
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благодаря чему уравнение (1) примет вид: 
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Далее следует применить теорему Лагранжа об обращении степенных рядов и найти 
обратный ряд для нахождения w по степеням x. Этот ряд имеет вид: 
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