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МЛТЕ МАТИ КЛ, ЭКОН ОМИ КЛ, И Н Ф О РМЛТИ КЛ

И СОВРЕМЕННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ

удк 517.54

, Майер Ф.Ф.

гЕомЕтричЕскиЕ своЙствА нЕкоторых клАссов ______

АНАЛИТИЧЕСКИХ В КРУГЕ ФУНКЦЦЙ, ВЫПУКЛЫХ В ЦАПРАВЛЕНИИ
мнимоЙоси

чтобы минимизировать задеркку доступа
к информациовным ресурсам при фикси-

Рассмотрим класс C(cr), 0<а < 1,

анаJIитических в круге E={z:Izl .t} фl.r,"-

ций w:f(z)=z+a2 22 + ..., удовлетворяющих

условию

l *ekr-:-')f'trlfl<a|,z.B (l)

Класс С(а) явJulется подкJIассом

класса K(cr) почти выпукльIх порядка cl

функчий f(z)[l], t2], вьцеJIяемьIх услови-
ем

|".n'r't'l| <aL,"eE, (2)

l 'c'(z)I 2

где w:g(z) произвольнЕuI выпуклая в Е
функчия, так как прr
g(z):g(z)=ln[( 1 +z) l (|,z)] из (2) полуrается

условие (1). Поэтому все функций класса

C(cr), 0<o<l, являются однолистными и

почтивыпуклымивЕ[3].
Пусть f(z) е С(о). Рассмо,трим

сложную функцию F(w)=fi g;l (w)],

аналитическую в полосе

O=1w: |-lии,] < z/2}.Тогда в силу услвоия

(1) |arg Д'(w)| < аr l2,w е D. На

основании этого нетрудно устаЕовитъ
(см,, напр., [4]), что область f(E)=F(D)

достижима извне углами раствора
(|- а)г с биссектрисами, параJIельными

мнимоЙ оси. В частности. С(с,€Си",, а

класс СИ,) совпадает с классом функчий

[5,]. выпуi<льн в направлении мнимой оси,

рованной пропускной способности кана-

лов связи,

Из (1) слелует, что для функчий
f(z)eC(cl) имеет место интеграJIьное

представление

rc=,!ffа,
причем P(z)eP, где Р-класс аналитиче-

ских в Е фlнкций, удовлетворяющих ус-
ловию P(O)=l, ReP(z)>O, zeE.

Теорема ,l. Если f(z)eC(c), 0<o<l,

то в круге |rl < ,' им,Ь. место оценки

(#I$=и,tа1=(Эi #,
(4)

l/,,,=#п[(i+I--,i (5)

|_f"_(o__ z"'1.2*
|" l,el |-z'|-|-r2
Оценки точные и достигаются лля функ-
ции

l гr 1 . ."-, ,,]

s1"1=-11 lz\ -ll' 2(а+ l)[\l -zi ]

,Щоказательство. В силу (З)

(| - z'), f' (z) = Р' (z). Так как P(z) е Р ,

то имеет место подчиненность ([6], с.356)

P(z)<(|+z)l(1-z).
Следовательно,

(3)

(6)
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И СОВРЕМЕННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ

(|_z')f'(z)t(=)" 
;

(7)

Отсюда для всех z,|z| < r,имеем оценку

l|-,,)t,ell=(i+)"
Так как lr-"'lrt-|r|',,о поlryчаем пра-

вую из оценок (4). В силу полмненности
(7) в круге lrl .. "".""

t#)" < (r -",)r c,l| < 1t+r,|7 1z1|

Отсюда получаем левую из оuенок (4).

Оценка (5) полуrается из оценки (4) иц-
тегрированием по отезку рмиуса от 0 до
r,

В силу представления (3)

f" (z'l 2z2 P-(z)
:l.y7-' 

"f' (z) 1- z2 * 
P(z)

Поскольку P(z) <[(1+ z) l(1 - z)] , то име:
ем . ,,w(z)

lnP(z)=ln^'"- |-w(z)'
где w(z) удовлетворяет условиям леммh
Шварча.

неравенства

(8)

;

t7]

для всех

отсюда
P'(z\ 2zw' ( z\

а -------:----L -'P(z) |-w2lz1

В силу

|w 1z;|< tr - |w(e)l'](l - |"l' )

z,|r| < ., поrrучаем

I p'tr,| 2r
|2 ------:----!| < 

-
|- rpl|- t-r"

откуда на основании равенства (8) поry-
чаем оценку (6). Неулршаемость оценок'
устанавливается простой проверкой.

OueHKa (6) позволяет легко найти

радиус выпуклости класса С(с). Известно,
что радиусом вьшук;rости ro некоторого
класса .4 аналитических функций f(z) H:r-

зывается наибольшее из чисел r (0<r<l)
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таких, что дlя каждой функчии f(z)el
образ rпобой окружЕости lr|=.,0 <, < rО,

с!сть вьпrуклая кривая.
Теорема 2. Рамус вьштуклости ro

к.пасса С(с) опредеJIяется как наимень-
ший положительньй корень урaвнения

rn -2tз -2r2 -2ч+1=0 (9')

,Щоказатеrьство. В сиlry оценки (6)
поJryчаем

2й

= -1,

если |r|<r,гле r =ro- наименьший поло-

жительньй корень уравнения (9), т.е. в
круге |r| < ro выполЕяется условие вьшук-

лостrr функuии f(z).
Покажем, что' радиус выпукJIости

явJIяется точным.

fuя функции
-еl l+tz'l dz

/.(z)= J[l_,2J р s еL'(а)

имеем

f"'(z) 2z2 2iш t

- 
___ - ---------т,г ---------:.

.fo\z) |- z' |+ z'
Поэтому, в точке z= jro получаем

f.ro 2r2 2ш
-- 
___ 

= - ----------a- 
.f"\z) l+r2 1_ r2

т.е. радиус выпуклости улучшить нельзя.
Обозначим через М(а,) класс ана-

литических в Е функчий w:F(z), F(0):0,
л'(0)=l,таких, что F(z)=27 1"1, где

фркция f (z) е С(а),0 < а < l. Заметим,
что класс М (а) с М(1),где

( t_,2 lM(t)={Л(z):Ke-F(z)>0,zeД| иtz]
M(l) совпадает с классом типично веще-
ственных фуr*ций, ,Щля этого класса ра_

|*|"#-э]|=#,
отсюда для всех z, |r| S , ,

*"",f'(')r-61" 21
f (z) l,|s, l_z, |-r?
ъ2 fuу

1+r2 |-r2
ъ2 -ъ4 +2tt +2tз

1-ra



И СОВРЕМЕННЫЕ ТЕХН,

диус звездообразЕости определен в рабо:
те Р.Либера [7]. Используя известную
связь между выпукJIыми и звездообраз-
ньпvи функчияrtи, вырaDкающуюся соот-
ношением

f(z) е So а F(z) = z, 7'1"1. 5' ,

получаем, чго радиус звездообразности
класса M(cr) определJIется уравнепием (9),

а при сl: l поJryчаем известный резуJIьтат
Р.Либера [7].

.,=}(л-,-fi@!)*о,з+s
Теорему 2 можно уточнить, если из-

вестно, что разложение фуr*цr, (z) в рял
Тейлора имеет пропуски Iш9нов, в част:

ности, если az=O. Тогда

.f' (z) =1+3arz' + ... и

p@--V'Q).o-.')I'" 
отсюда в сиrry

=|+crz' +crz3 + ..,,z е Е.
подчиненность P(z) <(|+ z)/(|- z) с

учетом разложепия P(z) поJrrIаем оценки

рtd=:Ё, l#l=5, ;

lrl<r.
В силу данньtх оценок полуIаем

следующее усиление теоремы 2.

Теорема -l. Если функция

_f (z) = z + arz' + aozo +,.. аналитична в

круге Е и f (z)e С(а), то функция f(z)

выпукJIа в круге |r| 
< ro, гле

(l0)

Jltз, "--I
Радиус выпуклости является точным.

.Щоказательство. В силу приведен-
ных выше оценок получаем

4tt2--- .2-1l-r'
наименьший

"I, =1

к.r42 .- "'^f (z) |fr'
для всех z, |z|<ro, где ro-
положительный корень уравнения
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МЛТЕМЛТИКЛ, ЭКОНОМИКЛ, И Н Ф ОРМЛТИКЛ
|гии

а 14 -2(2a+l)rz +l=0,
т.е. f(z в круге |r| 

< ro.

.Щля экстремальной функчии

foQ)-- j(5)"

в точках z=ir,O<r <1, имеем

,f{(z)l __2r2 _4Ф2 __|'fiQ)"'" l+r2 1- ra

ПРИ r=r0,
т.е. радиус вьшукJIости явJIяется точным.

Слеdспвuе 1. Если функция (z)
е C(cl) и (z) является нечЕтной в круге Е,

m она выпукJIа в круге |z|<ro, где ro оп-

редеJIяется по формуле (10), и радиус вьг
пуI(JIости явJIяется точным.

Следствие 1 вьrгекаgг из теоремы 3 в

сиJIу того, что дIя неtЕтньIх функций все

коэффичиеlrгы a2r = 0 при Ь|, 2,з,...

,)
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