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МАЙЕР, Ф.Ф. 
БЕЛГІЛІ БІР БАҒЫТТА ДӨҢЕСКЕ ЖАҚЫН ФУНКЦИЯЛАРДЫҢ БІР КЛАСЫ ТУРАЛЫ 

Белгілі бір бағытта дөңес функциялар көптеген авторлардың назарын аударады, ең алдымен 
олардың мәндерінің домендері өзіндік геометриялық қасиеттерге ие. Мақалада ойдан шығарылған 
ось бағытында дөңес немесе нақты осьтің оң бағытында дөңес функцияларға жақын функциялар 
класы енгізіліп, зерттеледі. 

Бұл сыныпта бұрмаланудың нақты теоремалары алынды және дөңес радиустары табылды. 
Мақаланың нәтижелері жалпыланады және ерекше жағдайларда қиял осі бағытында дөңес 
функциялар үшін, сондай-ақ қиял осі бағытында дөңеске жақын функциялар класы үшін бұрын 
белгілі нәтижелерді толықтырады. 

Сондай-ақ, нақты осьтің оң бағытында дөңес болатын функцияларға жақын функциялар 
үшін жаңа нәтижелер алынды. 

Алынған нәтижелер жұлдыз тәрізді функциялардың кейбір кластарына қарапайым ауысуға 
мүмкіндік береді. 

Кілт сөздер: дөңес функциялар, бағытта дөңес функциялар, аналитикалық функцияларды 
бағалау, дөңес радиустар. 
 

MAIYER, F.F. 
ABOUT ONE CLASS OF FUNCTIONS THAT ARE CLOSE TO CONVEX FUNCTIONS IN A 

CERTAIN DIRECTION 

The concept of functions convex in a particular direction has garnered attention from numerous 
authors, primarily due to the distinctive geometric characteristics of their value ranges. By introducing and 
examining approaches to define classes of functions akin to specified functions, this article introduces and 

explores a class of functions resembling those convex along the imaginary axis or in the positive direction of 
the real axis. Within this class, precise distortion theorems are derived, and exact convexity radii are 
determined, which generalize and, in specific cases, supplement previously established findings for functions 

convex along the imaginary axis, as well as for the class of functions resembling those convex along the 
imaginary axis. Additionally, new findings are uncovered for functions similar to those convex in the positive 
direction of the real axis. These results facilitate a straightforward transition to certain classes of functions 

resembling starlike functions.  
Key words: close-to-convex functions, functions convex in the direction, estimates of analytical 

functions, radii of convexity. 
 

 

УДК 517.54 
 

Майер, Ф.Ф., 
кандидат физико-математических наук, 
доцент, и.о. профессора  
кафедры математики и физики, 
КРУ имени Ахмет Байтұрсынұлы, 
г. Костанай, Казахстан 

 

ОЦЕНКИ ЛОГАРИФМИЧЕСКОЙ ПРОИЗВОДНОЙ  
В НЕКОТОРЫХ КЛАССАХ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

 

Аннотация 
Пусть ��(�, �, �) – класс аналитических в единичном круге функций �(�) = 1 + с��� + с�+1��+1 + ⋯ ,� ≥ 1, с положительной вещественной 

частью, область значений которых содержится в области специального 
вида, заданного неравенством ��1/� − �� ≤ �, 0 < � ≤ 1,� − � > 0, � > 0. 

В статье найдены точные оценки |�(�)| и модуля логарифмической 
производной |� �′(�) �(�)⁄ | в классе ��(�, �, �). Полученные оценки 
обобщают либо дополняют целый ряд ранее известных результатов, в том 
числе и ставших уже классическими.  
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Применение полученных в статье точных оценок является пер-

спективным, так как позволяет в дальнейшем решить целый ряд экстре-

мальных задач на различных классах аналитических функций. 
Ключевые слова: геометрическая теория функций, аналитические 

функции, оценки аналитических функций. 
 

1 Введение 

Обозначим через �� класс аналитических в круге � = {�: |�| < 1} функций �(�), 
имеющих разложение в ряд вида �(�) = 1 + с��� + с�+1��+1 + ⋯ ,� ≥ 1, � ∈ �, а через �� – 

класс нормированных аналитических в � функций �(�) вида �(�) = � + ��+1��+1 +��+2��+2 + ⋯ ,� ≥ 1, � ∈ �. 
Решение многих задач геометрической теории функций [1] на классах ℳ� функций �(�) из �� может быть сведено к задачам максимизации или минимизации некоторых 

функционалов вида |�(�)|, �� �(�), ��′(�), � �′(�) �(�)⁄  на подклассах функций �(�) из ��, связанных с ℳ�. 

Поэтому нахождение оценок указанных выше функционалов на различных классах 
функций �(�) из �� имеет большое значение не только для исследования соответствующих 
подклассов ℳ�, но и представляет значительный интерес как самостоятельная задача. 

Точные оценки |�(�)| и |� �′(�) �(�)⁄ | для классов функций �(�) ∈ �� при � = 1, 
удовлетворяющих в � одному из условий �� �(�) ≥ 0 или |�(�)− 1| ≤ 1, а также для 
произвольного � ≥ 1 при условии �� �(�) ≥ 0 впервые были получены Т.МакГрегором в [2-

4]. Позже для более общего случая, когда функция �(�) из �1 удовлетворяет условию 
|�(�)− �| ≤ �,� > 1/2, � ϵ �, оценки этих функционалов были найдены Р.Гоелом [5] и 
обобщены на случай � ≥ 1 Д.Шаффером [6]. 

На протяжении полувека оценки из [2-6] применяются многими авторами при 
исследовании различных подклассов однолистных функций. 

В статье [7] точная оценка |� �′(�) �(�)⁄ | получена для класса функций �(�) из �1, 
удовлетворяющих условию |�2(�)− 1| ≤ 1, � ϵ �. Развивая данные идеи, совсем недавно в 
статье [8] исследовался класс функций �(�) ∈ ��,� ≥ 1, удовлетворяющих условию ��1/�(�)− �� ≤ �, 0 < � ≤ 1,� > 1/2, � ϵ �, и в данном классе найдена точная оценка 
|� �′(�) �(�)⁄ |, обобщающая аналогичные оценки из статей [2-8]. 

В настоящей статье исследуется класс функций �(�) ∈ ��,� ≥ 1, заданный условием ��1/�(�)− �� ≤ �, 0 < � ≤ 1, 0 < � ≤ 1,� > � > 0. В данном классе найдены точные оценки 

|�(�)| и |� �′(�) �(�)⁄ |, обобщающие либо дополняющие целый ряд ранее известных 
результатов, в том числе и ставших уже классическими. 

2 Материалы и методы  
Будем также считать, что функция �(�) из �� принадлежит классу ��(�, �, �) тогда и 

только тогда, когда выполняется условие  ��1/�(�) − �� ≤ �, 0 < � ≤ 1,� > � > 0� ∈ �. (1) 
В статье на основе метода подчиненности аналитических функций [1] в классе ��(�, �, �) найдены точные оценки |�(�)|, |� �′(�) �(�)⁄ |, обобщающие результаты статей 

[2-7], допускающие широкие применения при решении экстремальных задач в различных 
классах аналитических функций.  

При этом, аналитическая в круге � функция �(�) называется подчиненной 
однолистной в круге � функции �0(�) и пишут �(�) ≺ �0(�), если �(�) ⊂ �0(�) и �(0) =�0(0). В случае неоднолистной функции �0(�) подчиненность �(�) ≺ �0(�) означает, что 
существует функция �(�),�(0) = 0, |�(�)| ≤ 1, такая, что �(�) = �0��(�)�. 

Для дальнейшего нам потребуется следующая 

Лемма [1]. Пусть функция �(�) + 1 ∈ �� и |�(�)| ≤ 1 в круге �. Тогда при любом �, 0 < � < 1, в круге �� = {�: |�| ≤ �} выполняются точные оценки 
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|�(�)| ≤ ��,  (2) ��′(�)�1−|�(�)|2 ≤ ���−11−�2�.  (3) 
Экстремальная функция имеет вид �(�) = ���, причем знаки равенства достигаются только 
при |�| = 1. 

3-4 Результаты и обсуждение 

Обозначим  � = 1 +
[�−(�2−�2+�)](�+�−1)�(�2−�2+1)

,  (4) �0(�) = ��+(�2−�2+�)��+(1−�)� ��.  (5) 
Теорема 1. Пусть �(�) ∈ ��(�, �, �). Тогда при |�| = �, 0 ≤ � < 1, имеет место 

оценка ��−(�2−�2+�)���−(1−�)�� �� ≤ |�(�)| ≤ ��+(�2−�2+�)���+(1−�)�� ��,  (6) 

Кроме того, в круге |�| ≤ �0, 0 < �0 ≤ 1, где �0 = �� − √�2 − 1�1/�
, |�| ≥ 1, имеют место 

оценки: 
при �2 − �2 + 1 > 0 �� �′(�)�(�)

� ≤ ��(�2−(�−1)2)���
[�−(�2−�2+�)��][�−(1−�)��]

,  (7) 

при �2 − �2 + 1 < 0 �� �′(�)�(�)
� ≤ ��(�2−(�−1)2)���

[�+(�2−�2+�)��][�+(1−�)��]
.  (8) 

Оценки (6)-(8) точные и достигаются для функции �(�) = �0(��), где �0(�) 

задается посредством (5). 
Доказательство. Заметим, что из условия (1) сразу вытекает неравенство |� − 1| < �, 

которым мы воспользуемся ниже. 
Условие (1) на языке подчиненности означает, что �(�) ≺ �0(�), где функция �0(�) 

определена по формуле (5) и однолистно отображает круг � на область {�: ��1 �⁄ − �� < �}.  

С учетом выпуклости функции �01 �⁄
(�) = �0(�) и свойства ее симметрии 

относительно действительной оси из подчиненности �1 �⁄ (�) ≺ �0(�) =
� + (�2 − �2 + �)�� + (1− �)�  

следует, что при любом �, 0 < � < 1, выполняется условие �1 �⁄ (|�| ≤ �) ⊂ �0(|�| ≤ ��). 

Поэтому �0(−��) ≤ ��1 �⁄ (�)� ≤ �0(��), то есть � − (�2 − �2 + �)��� − (1− �)�� ≤ |�(�)|1 �⁄ ≤ � + (�2 − �2 + �)��� + (1− �)�� , 

откуда следует оценка (6). 
Для доказательства оценок (7)-(8) рассмотрим два случая. 
1. Пусть �2 − �2 + 1 > 0. Рассмотрим функции  Φ(�) = �� �(�),  Φ0(�) = �� �0(�) = � ln

� + (�2 − �2 + �)�� + (1− �)� . 

Поскольку �(�) ≺ �0(�), то Φ(�) ≺ Φ0(�). Поэтому существует аналитическая в круге � 

функция �(�) такая, что �(0) = 0, |�(�)| ≤ 1 и для нее Φ(�) = Φ0��(�)�. Тогда �′(�)�(�)
≡ Φ′(�) = Φ0′ ��(�)��′(�). 
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Из (3) следует, что  

|�′(�)| ≤ ���−1
1− �2� (1− |�(�)|2),поэтому �� �′(�)�(�)

� ≤ ���
1 − �2� �Φ0′ ��(�)��(1− |�(�)|2). 

Вычисления дают, что Φ0′ ��(�)� =
��(�2 − (� − 1)2)�� + (�2 − �2 + �)�(�)� ∙ �� + (1− �)�(�)�. 

Поскольку �2 − (� − 1)2 > 0, что следует из условия |� − 1| < �, то находим �� �′(�)�(�)
� ≤ ��(�2−(�−1)2)���1−�2� 1−|�(�)|2���+(�2−�2+�)�(�)�∙��+(1−�)�(�)��. (9) 

Пусть � > 1. Рассмотрим выражение  
|[� + (�2 − �2 + �)�(�)] ∙ [� + (1− �)�(�)]|= 

= |�2 + �(�2 − �2 + 1)�(�) + (�2 − �2 + �)(1− �)�2(�)|. 

Поскольку �2 − �2 + 1 > 0 и (�2 − �2 + �)(1− �) < 0, то  
|[� + (�2 − �2 + �)�(�)] ∙ [� + (1− �)�(�)]| ≥ ≥ �2 − �(�2 − �2 + 1)|�(�)| + (�2 − �2 + �)(1− �)|�2(�)| = 

= [� − (�2 − �2 + �)|�(�)|] ∙ [� − (1− �)|�(�)|].  

Если � ≤ 1, то с учетом неравенства �2 − �2 + 1 > 0 в этом случае получаем 

|[� + (�2 − �2 + �)�(�)][� + (1− �)�(�)]| = �� + (�2 − �2 + �)�(�)� + (1− �)�(�)
[� + (1− �)�(�)]2� ≥ ≥ � − (�2 − �2 + �)|�(�)|� − (1− �)|�(�)|

|� + (1− �)�(�)|2 ≥ ≥ � − (�2 − �2 + �)|�(�)|� − (1− �)|�(�)|
[� − (1− �)|�(�)|]2 = 

= [� − (�2 − �2 + �)|�(�)|] ∙ [� − (1− �)|�(�)|]. 

Таким образом, независимо от условий � > 1 или � ≤ 1, в случае 1, когда �2 − �2 +

1 > 0, получаем, что  
|[� + (�2 − �2 + �)�(�)] ∙ [� + (1− �)�(�)]| ≥ ≥ [� − (�2 − �2 + �)|�(�)|] ∙ [� − (1− �)|�(�)|].  (10) 

Применяя оценку (10) к неравенству (9), окончательно получаем  �� �′(�)�(�)
� ≤ ��(�2 − (� − 1)2)���

1 − �2� 1 − |�(�)|2
[� − (�2 − �2 + �)|�(�)|] ∙ [� − (1− �)|�(�)|]

 

или �� �′(�)�(�)
� ≤ ����2−(�−1)2����1−�2� �(�),  (11) 

где �(�) =
1 − �2

[� − (�2 − �2 + �)�] ∙ [� − (1− �)�]
, � = |�(�)| ∈ [0,1]. 

Вычисления дают: �′(�) =
�2 − �2 + 1�[� − (�2 − �2 + �)�]2 [� − (1− �)�]2 (�2 − 2�� + 1), 

где � определяется по формуле (4) и выражение перед квадратным трехчленом �2 − 2�� + 1 

является положительным.  
Учитывая, что � − � > 0, � > 0, |� − 1| < �, �2 − �2 + 1 > 0, нетрудно установить, 

что в формуле (4) выражение 

[� − (�2 − �2 + �)](� + � − 1)�(�2 − �2 + 1)
≥ 0 
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и поэтому � ≥ 1. В силу этого одним из двух корней уравнения �′(�) = 0 будет корень �0 =� − √�2 − 1, принадлежащий отрезку [0,1]. При этом, �′(�) > 0 на промежутке [0, �0) и �′(�) < 0 на промежутке (�0, 1]. 

Поскольку � = |�(�)| ≤ �� в силу неравенства (1) и �(�) возрастает на [0, �0) то �(�) = �(|�(�)|) ≤ �(��) =
1 − �2�

[� − (�2 − �2 + �)��] ∙ [� − (1− �)��]
 

для �� ≤ �0 = � − √�2 − 1. 

Поэтому в силу (11) в круге |�| ≤ �0, где �0 = �� − √�2 − 1�1/�
, получаем оценку �� �′(�)�(�)

� ≤ ��(�2 − (� − 1)2)���
1− �2� �(|�(�)|) ≤ ��(�2 − (� − 1)2)���

[� − (�2 − �2 + �)��] ∙ [� − (1− �)��]
, 

то есть оценка (7) доказана. 
2. Пусть теперь �2 − �2 + 1 < 0. В этом случае аналогично предыдущему можно 

установить, что в круге |�| ≤ �0, �0 = �−� − �(−�)2 − 1�1 �⁄
, где � определяется по формуле 

(4) и � ≤ −1, имеет место точная оценка (8). 
Для доказательства точности оценок (6)-(8) рассмотрим экстремальную функцию �(�) = �0(��) = �� + (�2 − �2 + �)��� + (1− �)�� ��, 

где �0(�) задается по формуле (5). Для нее � �′(�)�(�)
=

��(�2 − (� − 1)2)���
[� + (�2 − �2 + �)��][� + (1− �)��]

 

и в точках � = √−1
�

 � и � =  � имеем � �′(�)�(�)
��= √−1�

 � = − ��(�2 − (� − 1)2)���
[� − (�2 − �2 + �)��][� − (1− �)��]

, 

� �′(�)�(�)
��=� =

��(�2 − (� − 1)2)���
[� + (�2 − �2 + �)��][� + (1 − �)��]

, 

что доказывает точности оценок (7)-(8). 
Теорема 1 доказана. 
Рассмотрим некоторые следствия из теоремы 1. 
Пусть � = �. Тогда условие �2 − �2 + 1 > 0 является тривиальным, � = 1 и �0 = 1. 

Следствие 1. Пусть функция �(�) ∈ ��(�,�, �), то есть удовлетворяет условию  �(�(�))1/� − �� ≤ �,� > 1 2⁄ , 0 < � ≤ 1, � ϵ �.  (12) 
Тогда в круге |�| ≤ �, 0 ≤ � < 1, имеют место точные оценки � 1−��1+(1−1 �⁄ )���� ≤ |�(�)| ≤ � 1+��1−(1−1 �⁄ )����  (13) �� �′(�)�(�)

� ≤ �(2−1 �⁄ )���
(1−��)(1+(1−1 �⁄ )��)

  (14) 
Экстремальная функция задается по формуле  �(�) = � 1 + ��

1 − (1− 1 �⁄ )����. 

Примечание 1. Оценка (14) получена нами другим способом в [8]. При � = � = 1 

оценки (13)-(14) установлены в [5, лемма 2.1], а при � = 1,� ≥ 1 совпадают с оценками из 
статьи [6].  

При � = � = 1 случай � → ∞, когда класс функций ��(∞,∞, 1) задается условием �� �(�) ≥ 0, и случай � = 1 , когда класс функций ��(1,1,1) задается условием |�(�)−
1| ≤ 1, а также для произвольного � ≥ 1 в классе функций, заданном условием �� �(�) ≥ 0, 
получаем соответственно оценки МакГрегора из [4-6]:  
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�� �′(�)�(�)
� ≤ 2�

1 − �2 , �� �′(�)�(�)
� ≤ �

1− � , �� �′(�)�(�)
� ≤ 2���

1 − �2� . 

Для случая � = 1 2⁄ , � = 1 при � = 1 оценка (14) получена в [7]. 
Следствие 2. Если �(�) ∈ �� и удовлетворяет условию  �(�(�))

− 
1� − 12�� ≤ 12� , 0 ≤ � < 1, 0 < � ≤ 1, � ϵ �,  (15) 

то в круге |�| ≤ �, 0 ≤ � < 1, имеют место точные оценки �1−(1−2�)��1+�� �� ≤ |�(�)| ≤ �1+(1−2�)��1−�� �� ,  (16) �� �′(�)�(�)
� ≤ 2�(1−�)���

(1−��)(1+(1−2�)��)
,  (17) 

которые достигается для функции �0(�) = �1+(1−2�)��1−�� �� .  (18) 
Доказательство. Зафиксируем в теореме 1 � − � = �, где � − �����, 0 ≤ � < 1, и 

пусть � → ∞. Тогда условие (1) преобразуется к виду (15). Нетрудно сосчитать, что если � →∞, то � → −1, �0 → 1, экстремальная функция �(�) = �0(��), где �0(�) задается посредством 

(5), преобразуется к функции (18), а оценки (6), (8) приобретают вид (16)-(17). 
Примечание 2. При � = 1 получаем класс функций �(�) ∈ ��, удовлетворяющих 

условию �� �(�) ≥ �, и из (17) получаем оценку |� �′(�) �(�)⁄ |, ранее установленную в [6-

9]. При � = 1 ,� = 0 следствие 2 дает оценки из [4] для класса функций с положительной 
вещественной частью, а при � = 1, 0 ≤ � < 1 – оценки из [10] и [11, для случая � = 1/2]. 

5 Выводы  
В статье получены точные оценки в некоторых классах аналитических функций, 

обобщающие ранее известные результаты. Полученные оценки могут найти широкое приме-

нение при исследовании экстремальных задач на различных подклассах однолистных 
функций или функций, в определенном смысле близких к однолистным, например, почти 
звездообразных, дважды почти выпуклых и др. 
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МАЙЕР, Ф.Ф. 
АНАЛИТИКАЛЫҚ ФУНКЦИЯЛАРДЫҢ КЕЙБІР КЛАСТАРЫНДАҒЫ ЛОГАРИФМДІК 

ТУЫНДЫНЫ БАҒАЛАУ 

Функциялары �(�) = 1 + с��� + с�+1��+1 +⋯ ,� ≥ 1, бірлік шеңберде аналитикалық болсын 

және олардың мәндер аймағы теңсіздігімен берілген аймақта болсын ��1/� − �� ≤ �, 0 < � ≤ 1,� −� > 0, � > 0. 
Берілген функциялар класындағы мақалада |�(�)| және логарифмдік туынды модулінің 

|� �′(�) �(�)⁄ | нақты бағалары табылды. Алынған бағалар бұрын белгілі болған бірқатар нәти-

желерді, соның ішінде классикалық нәтижелерді жалпылайды немесе толықтырады. 
Мақалада алынған нақты бағаларды қолдану перспективалы болып табылады, өйткені ол 

болашақта аналитикалық функциялардың әртүрлі сыныптарында бірқатар экстремалды мәселе-

лерді шешуге мүмкіндік береді. 
Кілт сөздер: функциялардың геометриялық теориясы, аналитикалық функциялар, аналити-

калық функцияларды бағалау. 
 

MAIYER, F.F. 
ESTIMATES OF THE LOGARITHMIC DERIVATIVE IN SOME CLASSES OF ANALYTICAL 

FUNCTIONS 

Let ��(�, �, �) be a class of analytic functions in the unit circle �(�) = 1 + с��� + с�+1��+1 +⋯ ,� ≥ 1, with a positive real part, the range of values of which is contained in the domain of a special kind 
set by the inequality ��1/� − �� ≤ �, 0 < � ≤ 1,� − � > 0, � > 0. 

The exact estimates of |�(�)| and the modulus of the logarithmic derivative |� �′(�) �(�)⁄ | are 

found in the class ��(�, �, �). The estimates obtained generalize or complement a number of previously 
known results, including those that have already become classical. 

The application of the exact estimates showcased in the article is promising, as it allows us to solve 
further a number of extremum problems in various classes of analytical functions. 

Key words: geometric theory of functions, analytical functions, estimates of analytical functions. 
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ МЕТОДА ПРОЕКТОВ  
НА УРОКЕ МАТЕМАТИКИ В НАЧАЛЬНОЙ ШКОЛЕ 

 

Аннотация 
Статья рассматривает актуальность использования метода 

проектов на уроках математики в начальной школе с целью развития 
личности и познавательных способностей детей. Авторы анализируют 
проблемы внедрения проектно-исследовательской деятельности в образо-

вательный процесс начальной школы и освещают нехватку практического 
материала по этой теме, особенно в контексте математического 
образования. Описываются основные личностные качества, формируемые 
учащимися при использовании метода проектов, а также рассматриваются 
педагогические условия его успешного применения. В статье представлены 
различные точки зрения на применение метода проектов и его соответ-

ствие современным образовательным задачам. 
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