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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ФУНКЦИЙ, БЛИЗКИХ К ВЫПУКЛЫМ  
В ОПРЕДЕЛЕННОМ НАПРАВЛЕНИИ 

 

Аннотация 
Функции, выпуклые в определенном направлении, привлекают внима-

ние многих авторов, прежде всего, тем, что области их значений обладают 
оригинальными геометрическими свойствами. Развивая подходы по введению 
классов функций, близких к заданным функциям, в статье вводится и иссле-

дуется класс функций, близких к функциям, выпуклым в направлении мнимой 
оси или в положительном направлении действительной оси. 

В данном классе получены точные теоремы искажения и найдены 
точные радиусы выпуклости, которые обобщают и в частных случаях 
дополняют ранее известные результаты для функций, выпуклых в направле-

нии мнимой оси, а также для класса функций, близких к функциям, выпуклым 
в направлении мнимой оси. 

Также получены новые результаты для функций, близких к функциям, 
выпуклым в положительном направлении действительной оси. 

Полученный результаты допускают простой переход к некоторым 
классам функций, близких к звездообразным. 

Ключевые слова: почти выпуклые функции; функции, выпуклые в 
направлении, оценки аналитических функций, радиусы выпуклости. 

 

1 Введение 

Обозначим через � класс функций �(�),�(0) = 1, аналитических в круге � =

{�: |�| < 1}, а через � – класс аналитических в � функций �(�), нормированных условием �(0) = �′(0) − 1 = 0. 

Классы выпуклых, звездообразных и почти выпуклых функций �(�) из � будем 
обозначать, соответственно, через �o,  �∗ и �. В качестве базовых будем рассматривать 
классы функций Σ1 = {�(�) ∈ �: �� {(1 − �2)�′(�)} ≥ 0 , � ∈ �}, Σ2 = {�(�) ∈ �: �� {(1 − �)2�′(�)} ≥ 0 , � ∈ �}, 
выпуклых в направлении мнимой оси [1] и выпуклых в положительном направлении 
действительной оси [2]. Функции классов Σ1 и Σ2 являются однолистными и почти 
выпуклыми, так как удовлетворяют условию почти выпуклости [3] �� �′(�)�′(�)

≥ 0,�(�) ∈  �o, � ∈ �,  (1) 

соответственно, с выпуклыми функциями �1(�) =
12 ln

1+�1−� и �2(�) =  
�1−�. Кроме того, они 

обладают наглядными геометрическими свойствами – область �(�) является выпуклой в 
направлении мнимой оси [1,4] (для Σ1) и выпуклой в положительном направлении 
действительной оси [2] (для Σ2).  

Если �(�) ∈ � и удовлетворяет некоторому условию, наложенному на отношение �′(�) �′(�)⁄ , например, условию 
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�� �′(�)�′(�)
≥ 0 или ��′(�)�′(�)

− 1� ≤ 1,  (2) 
где �(�) ∈ ℱ и ℱ – некоторый подкласс класса �, то будем говорить, что �(�) принадлежит 
классу Cℱ функций, близких к функциям класса ℱ.  

Впервые такая конструкция для класса CΣ1 была построена в работе [4], в которой 
функция �(�) удовлетворяет первому из условий (2) и �(�) ∈ Σ1. 

Построение классов функций, близких к функциям некоторых классов, и 
исследование их свойств в настоящее время вызывает интерес многих математиков и 
представляется весьма перспективным направлением. 

В настоящей статье вводится класс CΣ функций, близких к функциям из классов Σ1 и Σ2. В классе CΣ получены точные теоремы искажения и найдены точные радиусы 
выпуклости, в частном случае дающие аналогичные результаты для классов Σ1 и Σ2 и 
обобщающие известные результаты для других классов функций. 

2 Материалы и методы 

Основным методом исследования статьи является метод подчиненности 
аналитических функций [5], согласно которому аналитическая в � функция �(�) называется 
подчиненной однолистной в � функции �0(�), если �(�) ⊂ �0(�),�(0) = �0(0). Факт 
подчиненности обозначают в виде �(�) ≺ �0(�).  

Введем класс �(�, �) функций �(�) из �, удовлетворяющих условию ��1/�(�) − �� ≤ �,� > 1 2⁄ , 0 < � ≤ 1, � ∈ �,  (3) 
и обозначим через �(�) = �(∞, �) подкласс функций �(�) из �(�, �), удовлетворяющих 
условию �� ��(�)�1/� ≥ 0, � ∈ �. 

Условие (3) равносильно подчиненности �(�) ≺ �0(�) = � 1+�1−(1−1 �⁄ )���,  (4) 

где �(�) =
1+�1−(1−1 �⁄ )� – отображение круга � на круг {�: |� − �| < �. 

Лемма. Если �(�) ∈ �(�, �), то при |�| = �, 0 ≤ � < 1, имеют место точные оценки � 1−�1+(1−1 �⁄ )��� ≤ |�(�)| ≤ � 1+�1−(1−1 �⁄ )���,  (5) �� �′(�)�(�)
� ≤ �(2−1 �⁄ )�

(1−�)(1+(1−1 �⁄ )�)
,  (6) 

которые достигаются для функции �0(�) из (4). 
Оценка (6) получена в [6, лемма], а оценка (5) вытекает из подчиненности (4) в силу 

включения �(|�| ≤ �) ⊂ �0(|�| ≤ �) при любом �, 0 ≤ � < 1. 

Определение 1. Будем считать, что функция �(�) из � принадлежит классу Σ =Σ(�,�, �), 0 < � ≤ 1,� = 1; 2, 0 ≤ � ≤ 2− �, тогда и только тогда, когда (1− ��)(1−�)��′(�) ∈ �(�), то есть �(�) удовлетворяет условию �� �(1− ��)(1− �)��′(�)�1� ≥ 0, � ∈ �. (7) 
Функции класса Σ являются почти выпуклыми, поскольку для них выполняется 

условие (1) с выпуклой функцией  �0(�) = � ��
(1− ��)(1− �)��

0 . 

Действительно, для функции �0(�) имеем 

1 + �� � �0′′(�)�0′ (�)
= 1 + �� 

���
1 − �� + �� 

��
1 − � ≥ 1 − �

2
− �

2
≥ 0, � ϵ �, 

при � + � ≤ 2, � > 0, � ≥ 0. Поэтому �0(�) ∈ �o и в силу (7)  �� �′(�)�0′ (�)
= �� �(1− ��)(1− �)��′(�)� ≥ �� �(1− ��)(1− �)��′(�)�1� ≥ 0, � ∈ �, 
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то есть выполняется условие выпуклости (1) с �(�) и �0(�).  

Заметим, что подклассами класса Σ являются классы Σ1 =  Σ(1, 2,0), Σ2 =  Σ(1, 1,1), Σ3 =  Σ(1, 1,0) = {�(�) ∈ �: �� {(1− �)�′(�)} ≥ 0}, а также Σ� =  Σ(1, 1, �) = {�(�) ∈�: �� {(1− �)1+��′(�)} ≥ 0, 0 ≤ � ≤ 1}. 

Определение 2. Будем считать, что функция �(�) из � принадлежит классу CΣ =

CΣ(�, �, �,�, �) тогда и только тогда, когда  �′(�)�′(�)
∈ �(�, �), где �(�) ∈ Σ(�,�, �), 

то есть �(�) удовлетворяет условию ���′(�)�′(�)
�1/� − �� ≤ �,�� �(1− ��)(1− �)��′(�)�1� ≥ 0, � ∈ �,  (8) 

где � > 1 2⁄ , 0 < �, � ≤ 1,� = 1; 2, 0 ≤ � ≤ 2− �. 

В статье на основе метода подчиненности найдены точные теоремы искажения и 
точные радиусы выпуклости класса CΣ, обобщающие ранее известные результаты. 

3-4 Результаты и обсуждение 

Теорема 1. Пусть �(�) ∈ CΣ(�, �, �,�, �). Тогда при |�| = �, 0 ≤ � < 1, имеют место 
точные оценки: 

1

(1 + ��)(1 + �)� � 1 − �
1 + (1− 1 �⁄ )��� �1 − �

1 + ��� ≤ |�′(�)| ≤ ≤ 1
(1−��)(1−�)� � 1+�1−(1−1 �⁄ )��� �1+�1−��� ,  (9) �� �′′(�)�′(�)
− ���1−�� − ��1−�� ≤ �(2−1 �⁄ )�

(1−�)(1+(1−1 �⁄ )�)
+

 2��1−�2  (10) 

и точный радиус выпуклости �0 класса CΣ(�, �, �,�, �) определяется как единственный на 
интервале (0; 1) корень уравнения 

1 − �(2−1 �⁄ )�
(1−�)(1+(1−1 �⁄ )�)

−  2��1−�2 − ���1+�� − ��1+� = 0.  (11) 

Доказательство. Обозначим �(�) =
�′(�)�′(�)

 и �(�) = (1− ��)(1− �)��′(�). Тогда  �′(�) = �(�)�(�)
1

(1−��)(1−�)�,  (12) � �′′(�)�′(�)
= � �′(�)�(�)

+ � �′(�)�(�)
+

���1−�� +
��1−�.  (13) 

Поскольку �(�) ∈ �(∞, �), то при � → ∞ для функции �(�) оценки (5)-(6) 
приобретает вид �1−�1+��� ≤ |�(�)| ≤ �1+�1−��� , �� �′(�)�(�)

� ≤ 2��1−�2.  (14) 

Применяя первую из оценок (14), оценку (5) для �(�) и учитывая, что  
(1− ��)(1− �)� ≤ |(1− ��)(1− �)�| ≤ (1 + ��)(1 + �)�, 

на основе равенства (12) получаем оценку (9). Аналогично, применяя вторую из оценок (14) 
и оценку (6) для �(�), на основе равенства (13) получаем (10). 

Найдем теперь радиус выпуклости класса CΣ(�, �, �,�, �). Из равенства (13) в круге 
|�| ≤ � получаем 

1 + �� � �′′(�)�′(�)
≥ 1 + min

|�|≤� �� ���1−�� + min
|�|≤� �� ��1−� − ma�

|�|≤� � � �′(�)�(�)
� − max

|�|≤� �� �′(�)�(�)
�.  (15) 

Поскольку для всех � = 1,2,3, … верно равенство 

min
|�|≤� �� ��

1− �� = min
|�|≤�� 

�� �
1 − � =

�
1 − ���=−�� = − ��

1 + ��, 

то применяя оценки (6),(14), на основе неравенства (15) в круге |�| ≤ � получаем 
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1 + �� � �′′(�)�′(�)
≥ 1− ���

1 + �� − ��
1 + � − �(2− 1 �⁄ )�

(1− �)(1 + (1− 1 �⁄ )�)
− 2��

1 − �2. 

Поэтому, если � = �0, где �0 – принадлежащий интервалу (0; 1) корень уравнения (11), 
то 1 + �� � �′′(�)�′(�)

≥ 0 в круге |�| ≤ �0 и функция �(�) является выпуклой в этом круге. 
Покажем теперь, что уравнение (11) на интервале (0; 1) имеет единственный корень. 

Для этого отметим, что все функции, стоящие в уравнении (11)со знаком «минус», являются 
возрастающими на полуинтервале [0; 1). Поэтому функция �(�) =

���
1 + �� +

��
1 + � +

�(2− 1 �⁄ )�
(1− �)(1 + (1− 1 �⁄ )�)

+
2��

1− �2 

возрастает на [0; 1) от 0 до +∞. Следовательно, уравнение (11) 1 −�(�) = 0 на интервале 
(0; 1) имеет единственный корень. 

Осталось доказать точность оценок (9)-(10) и точность радиуса выпуклости �0. 

Рассмотрим функции �0(�) = � � 1 + �
1− (1− 1 �⁄ )��� �1 + �

1− ����
0 ��

(1− ��)(1− �)� , 

�1(�) = �� 1 + ��
1− (1− 1 �⁄ )���� �1 + ��

1− �����
0

��
(1 − ��)(1− �)� . 

Для функции �0(�) имеем �0′(�)|�=� =
1

(1− ��)(1− �)� � 1 + �
1− (1− 1 �⁄ )��� �1 + �

1− ��� , �� �0′′(�)�0′(�)
− ���

1− �� − ��
1− ����=−� = � �(2− 1 �⁄ )�

(1 + �)(1− (1 − 1 �⁄ )�)
+

 2��
1− �2���=−�

= − �(2− 1 �⁄ )�
(1− �)(1 + (1− 1 �⁄ )�)

−  2��
1− �2, 

то есть в правой оценке (9) и в оценке (10) достигается знак равенства. Следовательно, эти 
оценки улучшить нельзя.  

Для доказательства точности левой оценки в (9) рассмотрим два случая. 
Если � = 1, то для функции �0(�) в точке � = −� получаем �0′(�)|�=−� =

1

(1 + �)(1 + �)� � 1− �
1 + (1− 1 �⁄ )��� �1− �

1 + ��� . 

Если же � = 2, то � = 0 и для функции �1(�) в точке � = �� получаем �1′(��) = � 1 + ��
1− (1− 1 �⁄ )���� �1 + ��

1 − ���� 1

1− �2��=�� =
1

1 + �2 � 1 − �
1 + (1− 1 �⁄ )��� �1 − �

1 + ��� . 

Таким образом, в обоих случаях в левой оценке в (9) достигается знак равенства, что 
доказывает точность этой оценки.  

Докажем точность радиуса выпуклости. 
Если � = 1, то для функции �0(�) в точке � = −�, где � = �0 – корень уравнения (11), 

получаем 

1 + � �0′′(�)�0′(�)
��=−� = �1 +

�(2− 1 �⁄ )�
(1 + �)(1− (1− 1 �⁄ )�)

+
 2��

1− �2 +
(1 + �)�

1− � ���=−� = 

= 1− �(2− 1 �⁄ )�
(1− �)(1 + (1− 1 �⁄ )�)

−  2��
1− �2 − (1 + �)�

1 + � = 0. 

Если же � = 2, то � = 0, и для функции �1(�) в точке � = ��, где � = �0 – корень 
уравнения (11), получаем 

1 + � �1′′(�)�1′(�)
��=�� = �1 +

�(2− 1 �⁄ )��
(1 + ��)(1− (1− 1 �⁄ )��)

+
 2���

1 + �2 +
2�2

1− �2���=�� = 
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= 1− �(2− 1 �⁄ )�
(1− �)(1 + (1− 1 �⁄ )�)

−  2��
1− �2 − 2�2

1 + �2 = 0. 

Таким образом, в обоих случаях при � = �0 в условии выпуклости 1 + �� � �′′(�)�′(�)
≥ 0 

достигается знак равенства, то есть радиус выпуклости �0 является точным. 
Теорема доказана. 
При � → ∞, � = � = 1,� = 2, � = 0 получаем класс CΣ1 = CΣ(∞, 1,1, 2,0) из [4] и из 

теоремы 1 вытекает 

Следствие 1. Пусть �(�) ∈ CΣ1, то есть �(�) удовлетворяет условию �� �′(�)�′(�)
≥ 0,�� �(1− �2)�′(�)� ≥ 0, � ∈ �. 

Тогда при |�| = �, 0 ≤ � < 1, имеют место точные оценки: 
(1−�)2

(1+�)2(1+�2)
≤ |�′(�)| ≤ 1+�

(1−�)3,  (16) �� �′′(�)�′(�)
− 2�2

1− �2� ≤  4�
1− �2 

и точный радиус выпуклости �0 класса CΣ1 определяется как единственный на интервале 
(0; 1) корень уравнения �4 − 4�3 − 2�2 − 4� + 1 = 0. 

Отметим, что оценка (16) для класса CΣ1 была получена в [4]. 
Следствие 2. Пусть �(�) ∈ � и удовлетворяет условию  ��(1− ��)(1− �)��′(�)�1/� − �� ≤ �,� > 1 2⁄ , 0 < � ≤ 1,� = 1; 2, 0 ≤ � ≤ 2− �, � ∈ �. (17) 

Тогда при |�| = �, 0 ≤ � < 1, имеют место точные оценки 

1

(1 + ��)(1 + �)� � 1− �
1 + (1− 1 �⁄ )��� ≤ |�′(�)| ≤ 1

(1− ��)(1− �)� � 1 + �
1 − (1− 1 �⁄ )���,  �� �′′(�)�′(�)

− ���
1 − �� − ��

1 − �� ≤ �(2− 1 �⁄ )�
(1− �)(1 + (1− 1 �⁄ )�)

 

и точный радиус выпуклости �0 функции �(�) определяется как единственный на интервале 
(0; 1) корень уравнения 

1 − �(2 − 1 �⁄ )�
(1 − �)(1 + (1− 1 �⁄ )�)

−− ���
1 + �� − ��

1 + � = 0. 

Доказательство. Действительно, поскольку условие (7) равносильно неравенству �arg  �(1− ��)(1− �)��′(�)�� ≤ ��/2, то при � → 0 условие (7) становится тривиальным и �′(�) = 1 �(1− ��)(1− �)��⁄ . В силу этого условие (8) преобразуется к виду (17) и получаем 
утверждение следствия 2. 

При � → ∞ из следствия 2 вытекает 

Следствие 3. Пусть �(�) ∈ Σ(�,�, �), то есть удовлетворяет условию  �arg  �(1− ��)(1− �)��′(�)�� ≤ ��
2

,� > 1 2⁄ , 0 < � ≤ 1,� = 1; 2, 0 ≤ � ≤ 2 − �, � ∈ �. 

Тогда при |�| = �, 0 ≤ � < 1, имеют место точные оценки 

1

(1 + ��)(1 + �)� �1 − �
1 + ��� ≤ |�′(�)| ≤ 1

(1− ��)(1− �)� �1 + �
1 − ���, �� �′′(�)�′(�)

− ���
1− �� − ��

1− �� ≤ 2��
1− �2  

и точный радиус выпуклости �0 функции �(�) определяется как единственный на интервале 
(0; 1) корень уравнения ((1 + �)�2 + (2� + �)� − 1)(1 + ��) + ���(1− �2) = 0. 
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При � = 2, � = 0 получаем класс Σ1(�) = ��(�) ∈ �: |��� [(1− �2)�′(�)] | ≤ � �2� 
функций, выпуклых порядка � в направлении мнимой оси [7], и из следствия 3 вытекают 
оценки и радиус выпуклости, полученные в [7]. Для класса Σ1(1) отсюда получаем 
результаты из [4]  

Аналогично, при � = 2, � = 0, � = 1 получается класс функций �(�), заданный 
условием |(1− �2)�′(�)− �| ≤ �, для которого оценки |�′(�)| и |��′′(�)/�′(�)|, а также 
точный радиус выпуклости получены в [6, следствие 3]. 

При � = � = 1 для класса Σ2(�) = Σ(�, 1,1) = {�(�) ∈ �: |��� [(1− �)2�′(�)] | ≤� � 2⁄ } функций, выпуклых порядка � в положительном направлении действительной оси, из 
следствия 2 вытекает  

Следствие 4. Пусть �(�) ∈ Σ2(�), то есть удовлетворяет условию  �arg  �(1 − �)2�′(�)�� ≤ ��
2

, � ∈ �, 

где 0 < � ≤ 1. Тогда при |�| = �, 0 ≤ � < 1, имеют место точные оценки 

1

(1 + �)2 �1− �
1 + ��� ≤ |�′(�)| ≤ 1

(1− �)2 �1 + �
1− ��� , �� �′′(�)�′(�)

− 2�
1− �� ≤ 2��

1− �2 

и точный радиус выпуклости �0 функции �(�) определяется по формуле �0 = 1 + � − �(1 + �)2 − 1. 

5 Выводы  
В настоящей статье вводится и исследуется класс CΣ функций, близких к функциям, 

выпуклым в определенном направлении. В данном классе получены точные теоремы 
искажения и найдены точные радиусы выпуклости, которые обобщают и в частных случаях 
дополняют ранее известные результаты для функций, выпуклых в направлении мнимой оси 
или выпуклых в положительном направлении действительной оси, а также для класса 
функций, близких к функциям, выпуклым в направлении мнимой оси. 

С помощью соотношения �(�) ∈ CΣ ⇔  �(�) = ��′(�) ∈ CΣ∗ от полученных 
результатов несложно перейти к подклассам функций, близких к некоторым звездообразным 
функциям, в том числе получить и обобщение так называемых типично-вещественных 
функций и вывести их свойства. 
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МАЙЕР, Ф.Ф. 
БЕЛГІЛІ БІР БАҒЫТТА ДӨҢЕСКЕ ЖАҚЫН ФУНКЦИЯЛАРДЫҢ БІР КЛАСЫ ТУРАЛЫ 

Белгілі бір бағытта дөңес функциялар көптеген авторлардың назарын аударады, ең алдымен 
олардың мәндерінің домендері өзіндік геометриялық қасиеттерге ие. Мақалада ойдан шығарылған 
ось бағытында дөңес немесе нақты осьтің оң бағытында дөңес функцияларға жақын функциялар 
класы енгізіліп, зерттеледі. 

Бұл сыныпта бұрмаланудың нақты теоремалары алынды және дөңес радиустары табылды. 
Мақаланың нәтижелері жалпыланады және ерекше жағдайларда қиял осі бағытында дөңес 
функциялар үшін, сондай-ақ қиял осі бағытында дөңеске жақын функциялар класы үшін бұрын 
белгілі нәтижелерді толықтырады. 

Сондай-ақ, нақты осьтің оң бағытында дөңес болатын функцияларға жақын функциялар 
үшін жаңа нәтижелер алынды. 

Алынған нәтижелер жұлдыз тәрізді функциялардың кейбір кластарына қарапайым ауысуға 
мүмкіндік береді. 

Кілт сөздер: дөңес функциялар, бағытта дөңес функциялар, аналитикалық функцияларды 
бағалау, дөңес радиустар. 
 

MAIYER, F.F. 
ABOUT ONE CLASS OF FUNCTIONS THAT ARE CLOSE TO CONVEX FUNCTIONS IN A 

CERTAIN DIRECTION 

The concept of functions convex in a particular direction has garnered attention from numerous 
authors, primarily due to the distinctive geometric characteristics of their value ranges. By introducing and 
examining approaches to define classes of functions akin to specified functions, this article introduces and 

explores a class of functions resembling those convex along the imaginary axis or in the positive direction of 
the real axis. Within this class, precise distortion theorems are derived, and exact convexity radii are 
determined, which generalize and, in specific cases, supplement previously established findings for functions 

convex along the imaginary axis, as well as for the class of functions resembling those convex along the 
imaginary axis. Additionally, new findings are uncovered for functions similar to those convex in the positive 
direction of the real axis. These results facilitate a straightforward transition to certain classes of functions 

resembling starlike functions.  
Key words: close-to-convex functions, functions convex in the direction, estimates of analytical 

functions, radii of convexity. 
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ОЦЕНКИ ЛОГАРИФМИЧЕСКОЙ ПРОИЗВОДНОЙ  
В НЕКОТОРЫХ КЛАССАХ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 

 

Аннотация 
Пусть ��(�, �, �) – класс аналитических в единичном круге функций �(�) = 1 + с��� + с�+1��+1 + ⋯ ,� ≥ 1, с положительной вещественной 

частью, область значений которых содержится в области специального 
вида, заданного неравенством ��1/� − �� ≤ �, 0 < � ≤ 1,� − � > 0, � > 0. 

В статье найдены точные оценки |�(�)| и модуля логарифмической 
производной |� �′(�) �(�)⁄ | в классе ��(�, �, �). Полученные оценки 
обобщают либо дополняют целый ряд ранее известных результатов, в том 
числе и ставших уже классическими.  
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