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8. Strayhorn T.L. College students' sense jf belonging. A key to educational success of all students. – 

UK: Routledge, 2012. – 140 p.  
 

АКАНТАЙ, Н.Н., ТАСТАНОВ, М.Г. 
ОБЩИЕ ПРИНЦИПЫ ПОДГОТОВКИ СТУДЕНТОВ ФИЗИЧЕСКОЙ ОЛИМПИАДЫ 

В данной статье авторы рассматривают основные принципы работы с одаренными 
детьми, в частности, школьниками, готовящимися к участию в предметных олимпиадах. В 
настоящее время предметным олимпиадам придается меньшее значение, чем раньше. Однако они 
важную роль в достижении долгосрочных и краткосрочных целей государства в сфере образования 
и развития человеческого капитала, поскольку помогают развивать у студентов системы 
ценностей, навыки 21 века, продвигать Казахстан в мировом образовательном пространстве. 
Поэтому олимпийское движение должно развиваться на основе научных данных, показывающих 
наилучшие способы работы со студентами-олимпийцами. Рассмотрев основные факторы, умения и 
навыки, способствующие успешной подготовке учащихся к олимпиаде по физике, приняв во внимание 
рекомендации отечественных и зарубежных ученых по подготовке олимпиадников, проанализировав 
20-летний опыт подготовки учащихся к олимпиаде по физике в школах «Образование-Инновация» 
авторы предлагают собственную методику подготовки учащихся к олимпиаде по физике. Этот 
метод доказал свою эффективность для образовательной среды, в которой работают авторы. 

Ключевые слова: олимпиада по физике, работа с одаренными детьми, подготовка учащихся 
к Олимпиаде, принципы подготовки олимпийцев. 
 

AKANTAY, N.N., TASTANOV, M.G. 
GENERAL PRINCIPLES OF PREPARING STUDENTS FOR THE PHYSICAL OLYMPIAD 
This article explores the core principles of working with gifted children, specifically school students 

gearing up for participation in subject-based Olympiads. Presently, subject-based Olympiads carry less 
weight than in the past. Nonetheless, they hold significant importance in achieving both the short-term and 
long-term educational and human capital development goals of the nation, aiding in the cultivation of 
students' value systems and 21st-century skills, and advancing Kazakhstan's standing in the global 
educational sphere. Thus, the Olympic movement should progress based on empirical evidence highlighting 
optimal strategies for engaging with students participating in Olympiads. By examining key factors, 
competencies, and proficiencies conducive to effectively preparing students for physics Olympiads, 
incorporating insights from domestic and international scholars on Olympiad preparation, and scrutinizing 
a two-decade track record of preparing students for physics Olympiads within "Education-Innovation" 
schools, the authors propose their unique approach to preparing students for physics Olympiads. This 
methodology has demonstrated its efficacy within the educational environment in which the authors operate. 

Key words: physics Olympiad, work with gifted children, preparing students for the Olympiad, 
principles of preparing students participating in Olympiads. 
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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ 
 

Аннотация 
Решение различных эллиптических уравнений согласованы друг-другу 

из-за сохранения условий непрерывности. Граничные условия в такой форму-
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лировке связаны с задачами электростатики, физики реакторов (диффу-

зионное приближение), гомогенизации, диффузии в неоднородной среде и т.д. 
Были разработаны алгоритмы методов Монте-Карло позволяющие решить 
задачу в любой точке пространства и вычислить значение линейного 
функционала здесь же. 

Ключевые слова: задача Дирихле, уравнение Пуассона, методы 
Монте-Карло, цепи Маркова, норма сходимости, пространственная норма. 

 

1 Введение  
Метод Монте-Карло или как еще называют, метод статистического моделирования 

очень часто применяются при расчетах некоторых явлений, у которых стохастическая мо-

дель будет выглядеть более привлекательной, чем остальные применяемые модели и она при 
этом, хорошо реализуется. Применение компьютерной модели для большинства сложных 
задач позволяют находить их решения путем численного моделирования. Это – задачи 
динамики разреженных газов, статистической физики, защиты атомных реакторов, другими 
словами, задачи оптимизации и моделирования сложнейших систем. Также необходимо за-

метить, что внесение изменений одного только параметра приводит к существенному росту 
сложности рассматриваемой проблемы. Есть такое понятие, как порог размерности для 
систем алгебраических уравнений и как только вы превышаете данный порог, применение 
методов Монте-Карло существенно повышает эффективность решения. Стохастические 
модели мы используем наравне с другими моделями, которые отличаются своими масшта-

бами, математическими аппаратами, а согласование этих моделей и алгоритмов обеспечи-

вают их состоятельность и обоснованность [1]. При описании на макро уровне процессов с 
помощью дифференциальных уравнений в частных производных параболического и эллип-

тического типов возникают условия согласованности, состоящее в представлении микропа-

раметра удовлетворяющее уравнениям в виде функционала от рассматриваемого случайного 
процесса. Функционал оценивается путем построения оценки на смоделированной 
Марковской цепи [2]. 

2 Материалы и методы 

Рассматриваемая задача Дирихле относится к внутренним краевым задачам с 
уравнением Лапласа [3]. Поскольку уравнения являются эллиптическими, то дополнитель-

ные условия будут поставлены на границе. Сформулируем первую краевую задачу. Необхо-

димо определить функцию, которая удовлетворяет неоднородному уравнению Лапласа: �∆� = ��|Г = � 

Это – задача Дирихле. 
Пусть функция �� удовлетворяет линейному уравнению Пуассона-Больцмана на 

внешней стороне области, граничащей с Γ, а функция �� удовлетворяет уравнению Пуассона 
внутри Γ:  
 ���  =  −4�� (1) 
 

Это – электростатическое уравнение Пуасссона с которым будем работать в 
дальнейшем. 

Одним из наиболее часто используемых методов расчета нелинейных уравнений 
является преобразование исходной задачи в поседовательность линейных задач. В данной 
работе мы рассматриваем следующие три алгоритма вычисления нелинейных уравнений: 

1. Метод простой итерации. 
2. Метод Ньютона. 
3. Метод расширения параметров.  
Все эти алгоритмы описываются общей схемой итерационных методов, которые 

требуют вычисления линейной задачи при каждой итерации. Используя метод расширения 
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параметров, мы вычисляем решение задачи и параметрические производные. Для расчета 
линейных задач метод Монте-Карло удобен в некоторых случаях. Применямый метод 
Монте-Карло позволяет нам считать интегральные и дифференциальные уравнения для 
нескольких систем с помощью цепей Маркова [4]. В частности, мы находя решение одного 
уравнения одновременно находим параметрические производные с помощью цепей 
Маркова.  

3-4 Результаты и обсуждение 

При решении интегрального уравнения простым методом итерации получаем 
итрационный процесс, начинающийся с начального приближения �0(�): 

 

 ��+1(�) = −∫ �(�,�)∑ ��(�)���−1(�)��+1(�)�� + (�),� = 0,1, … ,��=1�   (2) 
 

Докажем сходимость этого процесса в условиях, используемых для доказательства 
аналогичных теорем сходимости. 

Пусть  ��(�) −является решением уравнения (1), а значение 0 ≤ � ≤ 1 будет 
постоянным, значение которого будет известно позже. Если: 
 �1 = max�∈� �� �(�,�)��� � ,Ф = max�∈Г |�(�)|, 

 � = max�∈� |�1(�)|,� = max�=1,… ,�max�∈� |��(�)|, � = max�∈� |�0(�)| 
 �1 =

1 − ��
1 − � , 

 �2 =
�(1− ���−1 +��� − ��)

(1− �)2 . 

 

Далее воспользуемся пространственной нормой непрерывных функций 
 ‖�‖ = max�∈� |�(�)| 

 

Используя неравенство из [5] получим: 
 �1 =

(� − 2)(�����)2
8�  

 

Тогда можно сформулировать для (2) утверждение.  
Теорема 1.1. Если справедливо неравенство 

 ����� < � 8�(� −Ф)

(� − 2)(�� + �)
 

 

где Ф < � ≤ 1
2 � ,� < 1,� ≥ 2, � > 2. тогда решение  �� является однородным решение 

порядка (2). Кроме того норма сходимости (конвергенции) является верной: 
 ‖��+1 − �∗‖ ≤ �1��21−�1��1 ‖�� − �∗‖ (3) 
 

Доказательство. Вначале сделаем следующее замечание, что �1��=�1�� + �1� −�1F< � −Ф − �1� < � и оценим норму ‖�1‖: 
 ‖�1‖ ≤ �1� ���0�−1�

�=1 �‖�1‖ + �1� + Ф. 
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Используя гипотезу теоремы 1.1, получаем неравенство: 
 ‖�1‖ ≤ �1� + Ф

1 − �1�� ≤ � − �1��
1 − �1�� ≤ �. 

 

Аналогично можно доказать что ||��||  ≤  �,� =  2,3,4, … 
 

Рассчитаем норму ||un+1- un|| при n≥2: 
 ‖��+1 − ��‖ ≤ �1� ����+1���−1�

�=1 − ����−1�−1 �
≤ �1� �‖��+1 − ��‖�‖��‖�−1 + ‖�� − ��−1‖�(� − 1)��−1�

�=2
�
�=1 � 

 

Получаем в конце: 
 ‖��+1 − ��‖ ≤ �1��2

1 − �1��1 ‖�� − ��−1‖. 

 �1��2
1 − �1��1 <

�2
2� − �1 < 1, 

 

Поэтому  ��(�) становится равномерной относительно � и поскольку ||un||<a, то 
уравнение (3) имеет решение. Теорема доказана. 

Ермаков С.М. и др. [6] находят решение (1) простым методом итерации, только 
разница в том, что уравнение Пуассона решается на каждом шаге итерации. В таком случае 
итерационный процесс принимает следующую форму: 
 ��+1(�) = −∫ �(�, �)∑ ��(�)�����=1� (�)�� + (�),� = 0,1,2, …,  (4) 
 

Проведем сравнение скоростей сходимости итерационных процессов определяемых 
уравнениями (2) и (4). 

Введем обозначение: 
 �3 =

1 − ��� + ���+1 − ��
(1− �)2 . 

 

Предложение 1.1. Если гипотезы представленные в Теореме 1.1 верны, то скорость 
сходимости действительна для итерационного процесса (4): 
 ‖��+1 − �∗‖ ≤ �1��3‖�� − �∗‖. 
 

Доказательство. При ||��|| ≤  �,� =  1,2, …. получаем  

 ‖��+1 − �∗‖ ≤ �1� ����� − �∗��
�=1 � ≤ �1� �‖�� − �∗‖����−1�

�=1 �. 
 

Окончательно 
 ‖��+1 − �∗‖ ≤ �1��3‖�� − �∗‖. 
 

Теперь попробуем показать решение данной задачи методом Ньютона. 
Для уравнения � (�)  =  0 метод Ньютона обычно основан на уравнении 

 �(��) + ��⃒��(��+1 − ��) = 0. 
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Таким образом, мы получаем итерационный процесс для (2): 
 ��+1(�) = −� �(�,�)����(�)���−1(�)��+1(�)�� +

�
�=1�  

 

 +∫ �(�,�)∑ (� − 1)��(�)��� (�)�� + (�) ,� = 0,1,2, … ��=2�  (5) 
 

Предположим:  
S4 = 2S2. 

 

Для обоснования сходимости итерационного процесса (5) используем следующую 
теорему. 

Теорема 1.2. Если справедливо неравенство 
 ����� < � 8�(� −Ф)

(� − 2)(�� + �)
 

 

где Ф < � ≤ 1
2 � ,� < 1/2,� ≥ 2, � > 2, итерационный процесс (5) имеет однородное 

решение вида (2). Соответственно будут совпадать оценки скоростей 
 ‖��+1 − �∗‖ ≤ �1��41−�1��3 ‖�� − �∗‖. (6) 
 

Доказательство. Из гипотезы теоремы легко увидеть 
 �1�� < �. 
 

Поэтому будет верно 
 ‖�1‖ ≤ �1��‖�1‖‖�0‖ + �1�� + �1� + Ф. 
 

Итак,  ‖�1‖ ≤ �1�� + �1� + Ф
1 − �1�� < �. 

 

Аналогично ||��||  ≤  �,� =  2,3,4, …, поэтому 
 ‖��+1 − ��‖ ≤ �1��3‖��+1 − ��‖ + �1��4‖�� − ��−1‖. 
 

Окончательно получаем: 
 ‖��+1 − ��‖ ≤ �1��4

1 − �1��3 ‖�� − ��−1‖ = �‖�� − ��−1‖. 

 

Поскольку � < 1, последовательность функции ��(�) равномерно преобразуется в 
решение ��(�). Причина в том, что ||un||<а, затем ||u||≤a для (6). Теорема доказана. 

Теперь для (3), (4) и (6) проанализируем полученную оценку скоростей соответствия. 
Легко проверить, соблюдаются ли следующие неравенства: 
 �1��2

1− �1��1 <
�2

2� − �1 = �0, �1��3 <
�3
2� = �1, �1��4

1 − �1��3 <
�4

2� − �3 = �2. 
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Для qo, q1, q2 получаем � − зависимость при � =
12 (Таблица 1). 

Результаты, представленные в таблице ниже, показывают, что скорость сходимости 
(совпадения) итерационного процесса (2) выше, чем у других процессов. Отметим также, что 
снижение коэффициента � приводит к более высокой эффективности итерационного 
процесса (5) по сравнению с (4). 
 

Таблица 1. – Конвергенция итерационнного процесса 
 

N qo q1 q2 

2 1/5 1/2 1/2 

3 4/17 11/24 4/13 

4 11/49 13/32 11/19 

N»1 1/ (N-1) 2/ (N) 2/ (N-2) 
     

Далее рассмотрим метод расширения параметров. 
Если функции � и � из (1) зависят от малого параметра �, то (1) запишется 

следующим образом: 
 

∆�(�, �) = −∑ ��(�)��(�, �) + �1(�, �),��=1 �(�, �)⃒Г=�(�, �).  (7) 
 

Методы Монте-Карло позволяют нам вычислять решение задач и его параметри-

ческие производные одновременно (см., например, [7]). Поэтому решая начальную 
нелинейную задачу, например, простым методом итерации, можно вычислить параметри-

ческие производные, а затем искать эффективное приближенное решение в виде полной 
суммы: �� = �0 + ��1 + �2�2 + ⋯+ ���� 
 

где 
 ��(�) =

1�!���(�, �)��� ⃒�=0, � = 0,1, … ,�. 
 

Поскольку функции f и � являются функциями сортировки данный метод можно 
использовать для приближенного решения задачи (7). Запишем исходное уравнение в виде 
следующего интеграла: 
 �(�, �) = −� �(�,�)���(�)��(�, �)�� + (�, �),

�
�=1�  

 

или в виде оператора 
 �(�, �) = 0. 
 

Пусть �(�0, �0) = 0 действителен в точке (�0, �0). Тогда  
 ��(�, �)�(�) = �(�) + � �(�,�)� ���(�)���−1(�, �)�(�)��.

�
�=1  

 

В работе [8] Треногин В.А. доказывает, что для всех � при � > 0 в домене �(�) 

существует неравенство 
 ‖�(�)�‖ ≥ �‖�‖ 

 

где �(�)−постоянно меняется.  
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Предложение 1.2. Оператор ��(�0, �0) постоянно не меняется для неравенства 
 �1�����0�−1��

�=1 ≤ � ≤ 1. 

 

Доказательство. Докажем, что для � =  1 − � справедливо неравенство 

 ‖��(�0, �0)�‖ ≥ �‖�‖. 
 

Применим пространственную норму для непрерывных функций: 
 ‖��(�0, �0)�‖ = ��(�) + � �(�,�)� ���(�)���−1(�, �)�(�)���

�=1 �
≥ ‖�‖ − �1�����0�−1��

�=1 ‖�‖ ≥ ‖�‖�. 

 

По теореме для неявной функции [8] находим, что оператор не меняется на 
постоянной основе. 

Ясно, что в точке (�0, �0) оператор �(�, �) сортировочный и тогда, исходя из теоремы 
о неявных функциях и Предложения 1.2 можно представить решение как ряд относительно � 

[9].  
5 Выводы 

В статье рассматриваются некоторые методы решения нелинейных дифференциаль-

ных уравнений путем превращения основной задачи в линейную. Были проанализированы 
три метода решения нелинейных эллиптических уравнений и в каждой итерации сначала 
расчитывалась линейная задача. Использованный нами метод Монте-Карло с помощью 
цепей Маркова хорошо себя оправдал при решении систем интегральных и дифференциаль-

ных уравнений и нахождении параметрических производных. Продолжением работы в 
будущем можно считать решение краевых задач для нелинейного эллиптического уравнения 
в прямоугольнике и круге [10]. 
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АХМЕТХАНОВА, Д.О., ТАСТАНОВ, М.Г. 
ДИРИХЛЕ ЕСЕБІН ШЕШУДІҢ МАТЕМАТИКАЛЫҚ ӘДІСТЕРІ 
Әр түрлі эллиптикалық теңдеулерді шешу үздіксіздік шарттарының сақталуына байла-

нысты бір-біріне сәйкес келеді. Мұндай тұжырымдамадағы шекаралық шарттар Электростатика, 
реакторлар физикасы (диффузиялық жуықтау), гомогенизация, гетерогенді ортадағы диффузия 
және т.б. мәселелерімен байланысты. Монте-Карло әдістерінің алгоритмдері жасалды, бұл 
мәселені кеңістіктің кез-келген нүктесінде шешуге және сызықтық функционалдылықтың мәнін 
есептеуге мүмкіндік береді. 

Кілт сөздер: Дирихле есебі, Пуассон теңдеуі, Монте-Карло әдістері, Марков тізбектері, 
конвергенция нормасы, кеңістіктік норма. 
 

AKHMETKHANOVA, D.O., TASTANOV, M.G. 
MATHEMATICAL METHODS FOR SOLVING THE DIRICHLET PROBLEM 

The solutions of various elliptic equations correspond to each other due to the preservation of 
continuity conditions. The boundary conditions in this formulation are related to the problems of 
electrostatics, reactor physics (diffusion approximation), homogenization, diffusion in an inhomogeneous 
medium, etc. Monte Carlo method algorithms have been devised to address problems at any given point 
within space and to compute the value of a linear functional of the same. 

Key words: Dirichlet problem, Poisson equation, Monte Carlo methods, Markov chains, 
convergence norm, spatial norm. 
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ҚОСТАНАЙ ҚАЛАСЫНЫҢ ЖАНАРМАЙ ҚҰЮ СТАНЦИЯЛАРЫНДА  
МҰНАЙ ӨНІМДЕРІМЕН ЛАСТАНҒАН ТОПЫРАҚ МИКРОФЛОРАСЫНЫҢ 

БИОРЕМЕДИАЦИЯЛЫҚ ӘЛЕУЕТІН БАҒАЛАУ ЕРЕКШЕЛІКТЕРІ 
 

Түйін 
Қостанай қаласының жанармай құю станцияларында мұнай өнімде-

рімен ластанған топырақ микрофлорасының биоремедиациялық әлеуетін 
бағалау ерекшеліктері баяндалған. Зерттеу жұмысымыздың теориялық 
тұрғыдан негізделіп, мұнайлы ластағыштардың табиғи ыдырау процестері 
өте ұзақ жүреді, ал механикалық және физикалық-химиялық әдістер мұнай 
және мұнай өнімдерінің ыдырауын тездеткенімен, табиғи экожүйелерде 
оларды толығымен жоюды қамтамасыз ете алмайды. Бұл процесті микро-

организмдердің метаболиттік белсенділігін арттыру үшін ортаның физи-

калық-химиялық жағдайын сәйкесінше өзгерту немесе мұнаймен ластанған 
топыраққа, суға арнайы іріктелініп алынған белсенді мұнай тотықтырушы 
микроорганизмдерді қосу арқылы тездетуге боатындығы баяндалған. 

Кілт сөздер: биоремедиация, флора, биосфера, микроорганизм. 
 

1 Кіріспе 

Қостанай облысы Қазақстан Республикасының солтүстік-батысындағы Батыс Сібір 
ойпатында теңіз деңгейінен 170 м биіктікте орналасқан. Батыс Сібір ойпаты мен Торғай 
үстіртінің Орал тауларының түйіскен жерінде, Тобыл және Обаған өзендерінің бассейнде-
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