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СВОДИМОСТЬ МНОЖЕСТВ 
 

Для того, чтобы правильно 
ориентироваться по теме статьи, мо-
гут понадобиться следующие немало-
важные определения: 

Частичная функция g от m пере-
числимых, определённая на А со зна-
чениями в C, полагая по определению  

)),...,(),...,,...,((),...,( 1111 mnmm xxfxxffxxg =
называется рекурсивной функцией. [2] 

Множество рекурсивно, если 
оно обладает общерекурсивной харак-
теристической функцией. (То есть А 
рекурсивно тогда и только тогда, 
когда существует общерекурсивная 
функция ƒ, такая, что для любого х  
х∈А ⇒ ƒ(х)= 1 и х ∈ A ⇒  ƒ(х) = 0.) [1] 

На интуитивном уровне А рекур-
сивно, если существует эффективная 
процедура, позволяющая решить для 
любого данного х, принадлежит ли он 
множеству А или не принадлежит. 

Множество А рекурсивно пере-
числимо, если или А = Ø, или сущест-
вует общерекурсивная функция ƒ, та-
кая, что А есть множество значений 
функции ƒ. 

Существует еще одно равно-
сильное определение рекурсивного 
множества: 

Множество чисел А называется 
рекурсивно перечислимым, если суще-
ствует двуместная примитивно ре-
курсивная функция f(a, x) такая, что  
f(a, x)=0 имеет решение x тогда и 
только тогда, когда Aa∈ . [2] 

На интуитивном уровне множе-
ство рекурсивно перечислимо, если 
существует эффективная процедура 
для перечисления (возможно, с повто-
рениями) его элементов. 

Известны две основные форму-
лировки понятия сводимости. 

Множество А одно-односводимо 
к множеству В (обозначение: А 1≤ B), 
если существует взаимно однозначная 
(одно-однозначная) общерекурсивная 

функция f, такая, что ( x∀ ) 
[ BxfAx ∈⇔∈ )( ].  

Вместо «одно-односводимость» 
употребляется термин «1-своди-
мость». 

Множество А много-односво-
димо к множеству В (обозначение: 
А m≤ В), если существует общерекур-
сивная функция f, такая, что 
( x∀ )[ BxfAx ∈⇔∈ )( ]. 

Много-односводимость сокраще-
нно называется m-сводимостью [1]. 

Следующая основная теорема о 
сводимостях сообщает некоторые 
важные сведения об одно- и много- 
односводимости. 

Теорема. (а) Отношения 1≤  и 

m≤  рефлексивны и транзитивны: 
А 1≤ А и А 1≤ В & B 1≤ C, то А 1≤ С. 
А m≤ А и А m≤ В & B m≤ C, то А m≤ С. 
(b) Если А 1≤ В, то А m≤ В. 

(с) Если А 1≤ В, то А  1≤ В . 
(d) Если А m≤ В, то А  m≤ В . 
(е) Если А m≤ В и В – рекурсивно, то 
множество А рекурсивно. 
(f) Если А m≤ В и В – рекурсивно пере-
числимо, то множество А рекурсивно 
перечислимо. 

Множества А и В эквивалентны 
относительно одно – односводимос-
ти (обозначение: А 1≡ В), если множе-
ство А одно – односводимо к множе-
ству В и множество В одно – одно-
сводимо к множеству В. 

Множества А и В эквивалентны 
относительно много – односводимос-
ти (обозначение: А m≡ В), если мно-
жество А много – односводимо к 
множеству В и множество В много – 
односводимо к множеству В. 

Классы этих отношений эквива-
лентности называются соответственно 
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степенями неразрешимости относи-
тельно одно-односводимости, кото-
рые имеют название одно-одностепе-
ней или 1-степенями и степенями не-
разрешимости относительно много – 
односводимости, которые в свою оче-
редь имеют название много-одно-
степеней или m–степенями. 

В настоящей работе доказаны 
две теоремы. В доказательстве теоре-
мы используются известные резуль-
таты, например:  

Теорема (Пост). Множество А 
рекурсивно тогда и только тогда, 
когда как А, так и А  рекурсивно пе-
речислимы.  

Теорема 1. Пусть AA m≤  и А – 
рекурсивно перечислимое множество. 
Тогда А будет рекурсивным множе-
ством. 

Доказательство. По определе-
нию m – сводимости найдется рекур-
сивная функция f, такая, что 

AxfAx ∈⇔∈ )( , то есть AAf =)( . 
Так как А – рекурсивно перечислимое 
множество, то по определению най-
дется рекурсивная функция g(x), та-
кая, что Val g = A. Таким образом, 
имеем две рекурсивные функции, та-

кие, что ANg
на

→: , AAf →: . Отсюда 
можно рассмотреть композицию ото-
бражений gf ⋅ AN →: ; откуда следу-
ет, что Val gf ⋅  = A . Тогда, по опре-
делению, A  – рекурсивно перечисли-
мое множество, так как gf ⋅ – рекур-
сивная функция. И по теореме Поста 

получаем, что  А – рекурсивное мно-
жество. 

Теорема 2. Пусть А и В – такие 
рекурсивно перечислимые множест-
ва, что ≠∩=∪ BANBA ,  Ø. Тогда 

.BAA m ∩≤  
Доказательство. Так как А и В – 

рекурсивно перечислимые множества 
и существуют рекурсивные функции f, 
g, h такие, что Val f = A, Val g = B, Val 
h = = BA∩ . По другому определению 
рекурсивно перечислимого множества 
найдутся примитивно рекурсивные 
функции ),(1 yxf , ),(1 yxg такие, что 

),(1 yxf = 0 имеет решение y Ax∈⇔  
),(1 yxg = 0 имеет решение y Bx∈⇔ . 

Так как NBA =∪ , то функция  
)0),(),(()( 11 =⋅= yxgyxfxx μϕ  

всюду определена и, следовательно 
рекурсивна. 

Поэтому функции  
)))(,(()( xxfsgxF ϕ=  и  
)))(),(()( xxgsgxG ϕ=  рекурсивны. 

Функция  

))(())()((

))(())(())(()(

xGsgxxGxFsgx

xGsgxFsgxfhx

⋅+++

+⋅⋅= oϕ
 

будет рекурсивной и m – сводит А к 
BA∩ . 
Теорема доказана. 
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ТОЧНЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ГРУПП ГОМОМОРФИЗМОВ 
 
Целью данной статьи автор по-

ставил выявление связи между точны-
ми последовательностями групп гомо-
морфизмов и индуцированными по-
следовательностями.  

Пусть ВА→:α — эпиморфизм, 
и пусть ker а = K. Полный прообраз 

},|{1 baAaab =∈=− αα  элемента Bb∈  
является смежным классом а + К в А. 
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