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«CТАЦИОНАР ТЕҢДЕУЛЕР ҮШІН ҚОЙЫЛҒАН ШЕКТІК ЕСЕПТЕР ЖƏНЕ 
ОЛАРДЫ ШЕШУДІҢ ƏДІСТЕРІ» 

 
Касымова А. Г., ф.-м.к., доцент 

Əлшериев Б. С., Математика 4-курс 
 
Сұйық динамикасындағы, электр жəне магнетизм, механика, оптика, жылу өткізгіштік 

салаларында көптеген физикалық құбылыстар дербес туындылы дифференциалдық 
теңдеулер көмегімен өрнектеледі. 

Математикалық физика теңдеулерінің көпшілігі - дербес туындылы 
дифференциалдық теңдеулер. 

Математикалық физика теңдеулерінің негізгі үш типі бар: гиперболалық, параболалық 
жəне эллипстік типті теңдеулер.Бұл айтылған теңдеулерді уақытқа байланысты екі түрге 
бөлуге болады. Олар стационар емес теңдеулер (уақытқа байланысты) жəне стационар 
теңдеулер (уақытқа байланыссыз). Міне, солардың бірі - стационар теңдеулер (эллипстік 
типті) теңдеулер.Стационар теңдеулердің ішінде физикалық құбылыстарды зерттеуде 
математикалық моделі дербес туындылы дифференциалдық теңдеуге келтірілетін 
теңдеулердің бірі - Лаплас, Гелмгольц теңдеулері. 

Сондай - ақ табиғаттың физикалық заңдарын көбіне дербес туындылы 
дифференциалдық теңдеулер арқылы тұжырымдауға болады. Мысал ретінде Максвелл 
теңдеуін, Ньютонның қозғалыс теңдеуін, Стокс - Новье теңдеуін, кванттық механикадағы 
Шредингер теңдеуін келтіруге болады. Бұл барлық теңдеулерде физикалық құбылыстар 
кеңістік жəне уақыттық туындылар тілінде суреттеледі. 

Дөңгелек, сақина жəне жарты жазықтықтағы Лаплас теңдеуі үшін қойылған Дирихле 
есебінің негізінде Гелмгольц теңдеуі үшін шектік есептердің қойылымын əртүрлі облыстар 
үшін тұжырымдап жəне олардың шешімін табу [1]. 

Гелмгольц теңдеуі үшін шектік есептерді шешуде айнымалыларды ажырату əдісін 
қарастырамыз. Екі айнымалылар жағдайда ішкі жəне сыртқы дөңгелектер  жəне сақина үшін 
шектік есептер зерттеледі. Гелмгольц теңдеу үшін шектік есептерді шешу əдісі, екінші 
тарауда қарастырылған Лаплас теңдеу үшін шектік есептерді шешу əдісіне өте ұқсас. 
Сондықтан алдымен полярлы координаталар жүйесінде Гелмгольц теңдеуінің дербес 
шешімдерін қарастырып, содан кейін олардан сəйкес облыстар үшін шектік есептердің 
шешімін құрамыз. 

,r  полярлы координаталар жүйесінде, шешімі: 
rRru ,                                                    (1) 

түрінде болатындай Гелмгольц теңдеуін: 
0cuu , constc                                                (2) 

қарастырайық. 
(1) формуланы (2) теңдеуге қойып жəне айнымалыларды ажыратып, келесі теңдеуді аламыз: 

rR

Rcr
dr
dRr

dr
dr 2

. 

Бұдан rR  функциясы үшін 
022 RcrRrRr                                         (3) 

жəне  функциясы үшін келесі теңдеуді аламыз: 
0 . 

 айнымалысы циклді болғандықтан,  функциясы периоды 2 болатын периодты 
функция. Демек,  функциясын анықтау үшін периодты шартпен Штурм - Лиувилдің 
есебі қарастырылады 

0 , 20 , 
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2  кез келген  үшін 0 . 
Бізге белгілі, оның шешімі келесі түрде беріледі: 

,...,1,0,
,sin
,cos 2 nn

n
n

nn  

Табылған n  мəнді (3) теңдеуге қойып, келесі теңдеуді аламыз: 
0222 RncrRrRr . 

Енді дербес жағдайда 0c  жəне 0c  қарастырамыз. 02kc болсын  
02222 RnrkRrRr  

берілген теңдеудің жалпы шешімін келесі түрде жазып алуға болады: 
krNCkrJCrRR nnn 21  

немесе 
krHAkrHArRR nnn

2
2

1
1 , 

мұндағы xJ n , xNn , xH n
1 , xH n

2  - Бесселдің, Нейманнің, Ханкелдің сəйкесінше n  
ретті бірінші жəне екінші текті функциялары.  

0kuu . 
Сонымен, яғни 2kc  болғанда Гелмгольц теңдеуінің шешімдері келесі жүйемен беріледі: 

n
n

krJ n ,sin
,cos

                                              (45) 

n
n

krNn ,sin
,cos

                                              (46) 

n
n

krH n ,sin
,cos1                                              (47) 

n
n

krHn .sin
,cos2                                              (48) 

0r болғанда 
n
n

krJ n sin
,cos

 шешім шектелген, 0r болғанда (46) - (48) шешімдер 

шектелмеген. r  болғанда  

n
n

krHru nn sin
,cos

, 11  

шешім келесі түрде сəулелену шартын қанағаттандырады: 

r
oiku

r
u

n
n 11
1

, 

ал келесі шешім 

n
n

krHru nn sin
,cos

, 22  

келесі түрде сəулелену шартын қанағаттандырады: 

r
oiku

r
u

n
n 12
2

.[2] 

Енді 02c жағдайды қарастырайық. Теңдеудің жалпы шешімін 
02222 RnrRrRr  

келесі түрде жазып алуға болады: 
rKCrICrRR nnn 21 , 
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мұндағы xIn  жəне xKn  - Инфелдің жəне Макдоналдің n  ретті сəйкес функциялары. 
Демек,  

02uu  
теңдеуі жазықтықта келесі шешімдер жүйесімен беріледі:  

n
n

rIn ,sin
,cos

n
n

Kn ,sin
,cos

 

мұндағы 

,...,1,0
,sin
,cos

n
n
n

rIn .                                      (49) 

0r болғанда шектелген, ал r  ұмтылғанда шексіз өседі. 

n
n

Kn ,sin
,cos

                                                      (50) 

шешімі 0r  болғанда шенелмеген жəне r - те нөлге бірқалыпты ұмтылады. 
Полярлы координаталар жүйесінде Гелмгольц теңдеуінің дербес шешімін құрып, 

келесі түрдегі шектік есептерді қарастырайық.[3] 
Алдымен ішкі дөңгелек үшін шектік есептерінен бастаймыз: 

02uku  дөңгелектің ішінде ar0 ,                   (51) 

fu
r
u

ar , 0 , const, .                    (52) 

Бұл есептің шешімін (45) дербес шешім бойынша 0r  болғанда шектелген қатар 
түрінде құрамыз: 

            nBnAkrJkrJ
A

ru nn
n

n sincos
2

,
1

0
0 ,                (53) 

оның коэффициенттері (52) шектік шарттан анықталады. 
(53) теңдеуді (52) шектік шартқа қойып жəне f  функцияны тригонометриялық 

қатарға жіктеп, аламыз: 
c

narnnn fkrJkrJ
r

A ,                                 (54) 

s
narnnn fkrJkrJ

r
B ,                                 (55) 

мұндағы c
nf  жəне s

nf  - f  функцияның Фурье коэффициенттері: 

.sin1

,cos1

2

0

2

0

dnff

dnff

s
n

c
n

                                              (56) 

Егер барлық ,...,1,0n  болғанда 

0kaJkakJ nn , 
онда (45) жəне (46) теңдеулерден барлық nA  жəне nB  коэффициенттері бір мəнді анықталып,  
(47) шешім келесі түрде жазылады: 

1
00

0

0
0

sincos

2
1

n

sc

nn

nn

c

nfnf
kaJkakJ

krJ
kaJkakJ

krJ
fu

                   (57) 

Бұл жағдайда (51) жəне (52) шектік есептің шешімі бар жəне жалғыз. 
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Егер 0nn  болғанда 0kaJkakJ nn , онда арақатынас: 
c

nnnn fkaJkakJA
00

,                                    (58) 
s

nnnn fkaJkakJB
00

                                     (59) 
шарты 

0kaJkakJ nn  
келесі шартқа эквивалентті: дөңгелек үшін Штурм – Лиувилль есептің 2k  меншік мəн 
болады: 

02uku  дөңгелек ішінде ar0 ,                           (60) 

0aru
r
u , 0u  

сонымен қатар 02 n
mk .[4] 

Егер 2k  дөңгелек үшін Лаплас операторының меншік мəні болса, онда (51), (51) 
шектік есептің шешімі жоқ немесе шешімі бар болса, ол жалғыз емес. Егер 0

00

s
n

c
n ff , 

онда (51), (51) шектік есептің шешімі жоқ. Егер 0
00

s
n

c
n ff , онда (58), (59) арақатынастан 

nA  жəне nB  барлық коэффициенттер 0nn  болғанда бірмəнді анықталады, ал 
0nA  жəне 

0nB  
коэффициенттері еркін болып қалады. Сондықтан бұл жағдайда шектік есептің шешімі  

0

000

sincos

sincos 00

nn

s
n

c
n

nn

n

nnn

nfnf
kaJkakJ

krJ

krJnBnAu

 ,                        (61) 

мұндағы 
0nA жəне 

0nB  - тұрақтылар [5]. 
Қоғамтану, физика, техника, экономика жəне де тағы басқа ғылым салалары көптеген 

есептерді шешуде, əсіресе, соңғы уақытта математикалық физика саласына жүгінеді. 
Жұмыстың барысында бірінші бөлімде гармоникалық функциялар жəне оның 

қасиеттер зерттелінді, екінші бөлімде Лаплас теңдеуі үшін қойылған есептерді шешу, үшінші 
бөлімде Гелмгольц теңдеуі үшін қойылған есептерді шешу əдістері келтірілді. 

Математикалық физика курсын білген маман дүниенің біртұтас екендігіне көзін 
жеткізеді, өйткені математикалық физиканың пəнаралық байланысы өте зор. 

Сондықтан дипломдық жұмыстың негізгі мақсатына жету үшін математикалық 
физика теңдеулерінің негізгі типтердің бірі - эллипстік типті теңдеу қарастырылған. 
Эллипстік типті теңдеулердің ішінен Лаплас жəне Гелмгольц теңдеулерін терең зерттеліп, 
аса маңыздылығы көрсетілген. 
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